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Onsoz

Bu projede, kisith isbirligi olan ve bu kisith isbirliginin oyuncu kiimesinin bir boltntusu ile
temsil edildigi devredilebilir fayda oyunlari ¢alisiimistir. Koalisyon yapisi olan devredilebilir
fayda oyunu olarak adlandirilan bu oyunlar icin iki ayrt ¢6zim kavrami literatlre

kazandiriimig ve bu ¢ézum kavramlarinin aksiyomatik karakterizasyonlari yapiimistir.

Bu proje Tubitak tarafindan desteklenmistir.
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TUBITAK

Ozet
Koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunlari, bir devredilebilir fayda oyunu ve oyuncu
kiimesinin bir bélintistinin kombinasyonundan olusur. Bu oyunlardaki oyuncu kiimesinin
bolintlsu, oyuncular arasindaki isbirligi imkanlarini temsil eder. Bu projede koalisyon yapisi
olan devredilebilir fayda oyunlari ¢alisilmistir. S6z konusu oyunlar igin, Dayanisma Degeri ve
Uyum Degeri adinda iki ayri ¢o6zim kavrami literatire kazandirilmis ve aksiyomatik
karakterizasyonlari yapilmistir. Dayanisma Degeri ve Uyum Degeri, koalisyon yapisi olan
devredilebilir fayda oyunundaki bélintliye bagh olarak tanimlanan sinirli oyunlarin Shapley
Degeri olarak tanimlanmistir. Dayanisma Degeri icin tanimlanan sinirli oyun, bélintinin
herhangi bir elemaninin temsili igin bdlintl elemaninin tek bir Uyesinin yeterli oldugu
kabuline dayanir. Uyum Degeri igin tanimlanan sinirli oyuna gore ise, boluntinin herhangi

bir elemaninin temsili icin boluntl elemanindaki butiin oyunculara ihtiya¢ duyulmaktadir.

Anahtar kelimeler: Devredilebilir Fayda Oyunlari, Kisitl isbirligi, Shapley Deger, Myerson

Degeri, Owen Degeri
Abstract

TU-games with coalition structure are obtained by combining a TU-game and a partition of
the set of players. The partition of the set of players in such games represents the
cooperation possibilities among the players. In this project, the solidarity value and the
unison value for TU-games with coalition structure are introduced, and their axiomatic
characterization are provided. Both the Solidarity Value and the Unison Value are defined as
the Shapley Value of appropriately defined restricted games induced by the partition of the
set of players. Given a TU-game with coalition structure, the restricted game defined for the
solidarity value assumes that each element of the partition can be represented by any of its
members. On the other hand, the restricted game defined for the unison value requires the

existence of all members to represent an element of the partition.

Keywords: Transferable Utility Games, Restricted Cooperation, Shapley Value, Myerson
Value, Owen

Value



1. GIRIiS

Devredilebilir fayda oyunlari, oyuncularin igbirligi yaparak koalisyonlar olusturabildigi ve bu
koalisyonlarca elde edilen degerin koalisyondaki oyunculara kisitsiz bir sekilde dagitilabildigi
durumlari inceler. Literatlirde devredilebilir fayda oyunlari ile ilgili en sik ¢aligilan konu, bitin
oyunculardan olusan “blylk koalisyonun” elde edecegi degerin bireysel oyunculara nasil
dagitilacagi sorusudur. Devredilebilir fayda oyunlarindaki bu dagitim problemine cevap veren
ilk ve literatlrdeki en bilinen ¢ézim kavrami (dagitim yontemi) Shapley Degeri'dir. Shapley
Degeri, bir oyuncunun onu igermeyen butin koalisyonlara katiimasi durumunda,
koalisyonlarin degerlerinde yaratacagi artiglarin (marjinal katkilarinin) agirlikli ortalamasi
olarak tanimlanmistir. Shapley Degerinin etkinlik, simetriklik, etkisiz oyuncu ve dogrusallik

Ozelliklerini saglayan tek dagitim yéntemi oldugu goésterilmistir.

Devredilebilir fayda oyunlarindaki en temel kabul, oyuncularin herhangi bir kisminin bir araya
gelip koalisyon olusturabilmesidir. Bununla birlikte, gergcek hayatta kurulabilecek olan
koalisyonlar ekonomik ve sosyal yapi yaninda birgok faktor tarafindan da kisitlanmaktadir.
Shapley Degerinden sonra, literatirde oyuncular arasindaki igbirliginin kisith oldugu
durumlari ele alan bir ¢ok calisma yapiimistir. Yapilan bu ¢alismalar arasinda, oyuncular
arasindaki kisith isbirliginin oyuncu kimesinin bir boluntusu ile temsil edildigi calismalar da
mevcuttur. Bu tip oyunlar koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunu olarak
adlandiriimistir. Literatirdeki koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunlarini ele alan

calismalarda, bolinti elemanlarinin bir bitin halinde hareket ettigi varsayilmistir.

Bu projede koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunlari ¢alisiimis, oyuncular arasindaki
kisith igbirligi imkanlarini temsil eden bdélintinin her bir elemani “blok” olarak
adlandiriimistir. Ayni blogun uyesi olan oyuncular arasinda igbirliginin kisith olmadig1 kabul
edilmistir. Dolayisiyla ayni blogun Gyesi olan oyuncularin olusturdugu koalisyonlar, oyunda
bu koalisyon igin tanimlanan degeri elde edilebilmektedir. Bununla birlikte, farkh bloklardan
oyuncularin bir araya gelmesi ile olugan koalisyonlar i¢in ise, bir blogun tyelerinin bu blogu

ne derecede temsil edebildigi Uzerinden iki farkh yaklasim benimsenmistir.

Benimsenen ilk yaklasimda, her bir oyuncunun ait oldugu blogu tam olarak temsil edebildigi
kabul edilmistir. Bu yaklagima gore, bir oyuncunun bir koalisyona katilmasi, bu oyuncunun ait
oldugu bloktaki butin oyuncularinin koalisyon ile igbirligine girmesi olarak gorulmektedir.
Dolayisiyla, bir oyuncunun bir koalisyona yaptigi marjinal katki hesaplanirken kendi

blogundaki bitliin oyuncular o koalisyona katilmis gibi degerlendiriimektedir. Bu sebeple bir



koalisyonda degisik bloklara ait oyuncular mevcut ise, bu koalisyonun elde edebilecegi deger

oyuncularin ait oldugu bloklarin bilesiminin elde edebilecegi dedere esit olmaktadir.

Benimsenen ikinci yaklasima goére ise, bir blogun temsili i¢in blogun tim Uyelerinin
mevcudiyeti gerekmektedir. Dolayisiyla, bir oyuncunun bir koalisyona katilmasi ile yapacagi
marjinal katki, kendi blogundaki tim oyuncular halihazirda o koalisyonda ise blogun katkisina
esit olacaktir. Bununla birlikte oyuncunun ait oldugu bloktaki tim oyuncular koalisyonda
mevcut degil ise, oyuncunun koalisyona yapacadl marjinal katki, sadece koalisyonda

bulunan ve kendi blogundan olan oyunculara olan katkisina esit olacaktir.

Bahsedilen bu iki farkl yaklagima bagl olarak, koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda
oyunlari igin iki yeni ¢6zim kavrami literatlire kazandirilmigtir. Proje kapsaminda, bu ¢6zim
kavramlarinin sagladiklari 6zellikler ortaya konulmus ve aksiyomatik karakterizasyonlari

yapimistir.

2. LITERATUR OZETi

Shapley (1953) tarafindan literatire kazandirilan Shapley Degeri, devredilebilir fayda
oyunlari icin tanimlanmis en bilinen ¢6zim kavramidir. Shapley Degeri'nin
hesaplanmasindaki en temel kabul, oyuncular arasinda igbirliginin kisitl olmamasi, butin
koalisyonlarin kurulabilmesi ve devredilebilir fayda oyununda tanimlanan degeri elde
edebilmesidir. Shapley degeri hesaplanirken oyuncu kumesi Uzerinde tanimli batin
permutasyonlar géz 6nune alinir. Her bir permitasyonda, her bir oyuncu igin kendisinden
Once permutasyonda beliren oyunculara katilmasi durumunda yaptidi katkilar yani marjinal
katkilar hesaplanir. Shapley Degeri'ne goére, bir devredilebilir fayda oyununda her bir
oyuncunun dagitimdan alacagi pay, s6z konusu permutasyonlarda oyuncunun yaptigi

marjinal katkilarin ortalamasidir.

Literatirde Shapley Degeri’'nin temel kabulini sorgulayan ve oyuncular arasinda isbirligi
imkanlarinin kisitl oldugunu varsayan bircok ¢alisma mevcuttur. Myerson (1977), oyuncular
arasindaki igbirligi kisitlarini, oyuncu kumesi Uzerinde tanimli bir iletisim ag yapisi
(communication network) ile modeller. Bu tip oyunlara, iletisim yapisi olan devredilebilir fayda
oyunlari ismini verilmigtir. Bu yaklagima gore herhangi bir koalisyonun kurulabilmesi ve
oyunda tanimlanan degeri elde edebilmesi icin, verili olan ag yapisinda koalisyon uyelerinin
birbirine bagll bir kime olugturmasi gerekmektedir. Birbirine bagli olmayan oyunculardan
olusan koalisyonlar icin ise elde edilebilecek deger, koalisyonun iletisim ag yapisindaki
parcalarinin degerlerinin toplami olarak tanimlanmistir. Myerson (1977) kisitli igbirligini temsil

eden iletisim ag yapisini temel alarak, her bir koalisyonun elde edebilecedi degeri yeniden



hesaplayan bir sinirli oyun tanimlar. iletisim yapisi olan devredilebilir fayda oyunu igin
Myerson Degeri, bu sinirll oyunun Shapley Degeri’'ne esittir. Myerson Degeri’nin en énemli
Ozelligi iletisim ag yapisindaki merkezi konumda bulunan oyuncularin buydk koalisyonun

degerinin paylastiriimasinda kayiriimasidir.

Owen (1977) ise devredilebilir fayda oyunlarindaki kisitli igbirligi imkanlarinin oyuncu
kiimesinin bir bélintisu (partition) ile temsil edildigini kabul eder. Bu tip oyunlar, literatirde
koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunlari olarak adlandiriimistir. Oyuncular
arasindaki kisith isbirligi imkanlarini temsil eden boélintindn her bir elemanini “birlik” olarak
adlandiran Owen (1977), birliklerin bir batin halinde hareket ettigini varsayar. Owen Degeri
iki asamali bir Shapley Degeri olarak goérulebilir. Bu ¢dzim kavramina gore, bulylk
koalisyonun elde edebilecedi deger dnce birliklere Shapley ydntemi kullanilarak dagitilir.
Daha sonra ise her birligin kazanci, birligin Gyelerine yine Shapley yontemi kullanarak
paylastirir. Shapley Degeri’nden farkli olarak Owen Dederi oyuncu kiimesi Uzerinde taniml
batin permitasyonlardan ziyade, ayni birlige ait oyuncularin ardisik olarak belirdigi
permutasyonlari ve bu permitasyonlar igcin tanimlanan marjinal katkilari géz &6nlne
almaktadir. Dolayisiyla, Owen (1977) ayni birlige Gye oyuncularin igbirliginin farkli birliklere
Uye oyunculara gore daha olasi oldugunu kabul etmistir. Aumann ve Dreze (1974), Owen
(1977) gibi koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunlarini calismistir. Bununla birlikte,
Owen (1977)'den farkh olarak, Aumann ve Dreze (1974) bir birlik icinde isbirliginin kisitsiz
oldugunu, farkh birliklere ait oyuncularin isbirliginin ise mimkin olmadigini kabul etmistir.
Aumann ve Dreze (1974), bu gibi durumlarda Shapley Degeri benzeri (marjinal katkilari

dikkate alan) ¢6zum kavramlarini galismistir.

Oyuncu kumesinin bir boéluntusu haricinde, oyuncular arasindaki isbirligi kisitlarini temsil
etmesi igin gesitli kiime sistemlerini (set systems) kullanan ¢alismalar da mevcuttur. Algaba
vd. (2001) cgalismasinda, oyuncular arasindaki kisith igbirligi imkanlari birlesim altinda
duragan kume sistemleri (union stable cooperation strucutres) ile temsil edilmigtir. Ayrica
Bilbao ve Edelman (2000) conveks geometrileri (convex geometries), Bilbao vd. (2001)
matroidleri (matroids), Algaba vd. (2003) antimatroidleri (antimatroids), Ui vd. (2011) tam
kime sistemlerini (complete coalition structures) ve Koshevoy ve Talman (2014) insa
kimelerini (building sets) kullanmiglardir. Oyuncu kimesinin béluntlisu (partition) ile
kiyaslandiginda, bahsedilen kume sistemleri hem g¢ok karmagsik hem de gergek hayatta

karsiligi pek bulunmayan yapilardir.

Bu projede, Owen (1977)'de oldugu gibi koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunlari
calisiimistir. Oyuncular arasindaki isbirligi kisitlarini temsil eden oyuncu kimesi Uzerinde
tanimh boluntinin her bir elemani “blok” olarak adlandiriimigtir. Ayni blogun Gyesi

oyuncularin olusturdugu koalisyonlar igin isbirliginin kisith olmadigi ve dolayisiyla bu



koalisyonlarin devredilebilir fayda oyununda tanimlanan degeri elde edebilecegi kabul
edilmistir. Owen (1977)'den farkli olarak, bu projede, bloklarin bir buatin halinde hareket
etmek zorunda olmadidi kabul edilmigtir. Farkli bloklardan oyuncularin bir araya gelmesi ile
olusan koalisyonlar igin, blok Gyelerinin kendi bloklarini ne derecede temsil ettigi Gzerinden

iki farkli yaklagim benimsenmigtir.

Birinci yaklasima goére bir blogun tek bir tGyesi bitin blogu temsil edebilmektedir. Dolayisiyla
bir blogun bir Gyesinin bir koalisyona katilmasi, blogun tim katkisinin koalisyona yansitiimasi
icin yeterlidir. Bu durumda, farkl bloklardan oyuncularin yer aldidi bir koalisyonun elde
edebilecegi deger, oyuncularin ait oldugu bloklarin bir araya gelmesi ile (bloklarin
birlesiminin) elde edebilecedi dedere esit olacaktir. ikinci yaklagima gore ise, bir blogun
temsili icin blogun tum uUyelerine ihtiyac duyulmaktadir. Dolayisiyla bir blogun katkisinin bir
koalisyona yansitilabilmesi igin, blogun tim UGyelerinin koalisyonda bulunmasi gerekmektedir.
Bir blogun sadece bazi Uyelerinin bir koalisyona katilmasi ile olusacak marjinal katki, bu

oyuncularin elde edebilecegi dederin koalisyona eklenmesi olacaktir.

Bu projede Myerson Degeri'ne benzer sekilde, bahsedilen iki yaklasimi temel alan, her bir
koalisyonun elde edebilecegi degeri yeniden hesaplayan iki farkh sinirli oyun tanimlanmistir.
Tanimlanan bu sinirli oyunlarin Shapley Degeri, koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda
oyunlari igin ¢ozum kavramlari olarak literatlre kazandiriimistir. Literatire kazandirilan bu

¢6zum kavramlarina Dayanisma Degeri ve Uyum Dederi isimleri verilmistir.

3. GEREG VE YONTEM

GF, icinde n tane oyuncu barindiran tiim koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunlari
kiimesini gostersin. Bir koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunu (N, v, P) € G} Uglusl
ile temsil edilir. Bu gosterimde N = {1, ...,n} oyuncu kimesini, v: 2™ - R oyundaki her bir
koalisyonun kendi basina elde edebilecedi degeri, P = {P,, ..., P} ise oyuncu kimesinin bir

béluntisinu (partition) gdstermektedir. P bélintlsinun her bir elemanina blok adi verilmigtir.

Kazang vektéri, x € R™, n boyutlu bir vektor olmak lzere x; € R oyundaki i € N oyuncusunun
kazancini gostermektedir. Koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunlari igin bir ¢6zim
kavrami, &:GE — R™, her bir oyuna bir kazang vektorli atayan bir fonksiyon olarak

tanimlanmistir. Dolayisiyla bir ¢6zim kavrami, her bir koalisyon yapisi olan devredilebilir



fayda oyunu icin bireysel oyucularin ne kadar kazang¢ elde edecedini belirten bir
fonksiyondur. &:GE — R™ bir ¢ézim kavrami olmak Uzere, &;(N,v,P) gOsterimi i € N

oyuncusunun (N, v, P) € Gf oyununda elde edecegi kazanci géstermektedir.

Benzer sekilde, Gy, icinde n tane oyuncu barindiran tum (isbirligi imkanlarinin kisith
olmadigi) devredilebilir fayda oyunlari kiimesini gostermek Uzere, bir devredilebilir fayda
oyunu (N, v) € Gy ikilisi ile temsil edilmektedir. Bu gosterimde N = {1, ..., n} oyuncu kimesini
ve v:2" - R oyundaki her bir koalisyonun kendi basina elde edebilecedi degeri
gOstermektedir. Devredilebilir fayda oyunlari igin tanimlanan bir ¢éziim kavrami, &: Gy - R"™,
her bir oyuna bir kazang vektori atayan bir fonksiyondur. Devredilebilir fayda oyunlari igin
literatlirdeki en bilinen ¢6zim kavrami Shapley Degeri’dir. Herhangi bir devredilebilir fayda
oyunu icin, Shapley Degeri hesaplanirken oyuncu kimesi Uzerinde tanimli her bir
permutasyon i¢in marjinal katki vektorl bulunur ve bu marjinal katki vektorlerinin ortalamasi
hesaplanir. Bir permutasyona karsilik gelen marjinal katki vektériinde, bir oyuncunun elde
edecedi kazang, permitasyonda kendisinden 6nce gelen oyuncularin kiimesine yaptigi
marjinal katki olarak tanimlanmistir. Herhangi bir devredilebilir fayda oyunu, (N, v) € Gy, i¢in
m: N — N oyuncu kiimesi Uzerinde tanimli bir permitasyon olsun ve (i) bu permitasyonda
i € N oyuncusunun siralamasi olsun. n‘ = {j € N : n(j) < n(i)} kiimesi bu permitasyonda
i € N oyuncusundan énce gelen oyuncularin kiimesini géstersin ve ©‘ = r' U {i} olsun. Séz
konusu m permitasyonuna karsillk gelen marjinal katki vektori, m™ € R™, su sekilde
tanimlanir:
mf =v(7') —v(n'), VieN.

[y, oyuncu kumesi N ={1,..,n} Uzerinde tUm taniml tim permutasyonlarin kimesini
gostersin (hatirlatmak gerekir oyunda n adet oyuncu var ise toplam n! adet permutasyon s6z
konusudur). Herhangi bir devredilebilir fayda oyunu, (N,v) € Gy, i¢in Shapley Degeri
Sh(N,v), bitin permitasyonlarin marjinal katki vektorlerinin ortalamasina esittir. Yani

Sh(N,v), su sekilde tanimlanmistir:

m™(N,v)

Sh(N' U) = ZTTEH .

n!

3.1 DAYANISMA DEGERI

Dayanisma Degeri (Solidarity Value) i¢in bir blogun her bir Gyesinin s6z konusu blogu temsil
edebilecegi yaklasimi benimsenmistir. Bu yaklasim altinda her bir koalisyonun elde

edebilecegi degerin, bu koalisyonda temsil edilen bloklara, yani oyundaki isbirligi kisitlarina



bagh olarak tanimlanmasi gerekmektedir. Herhangi bir koalisyon yapisi olan devredilebilir
fayda oyunu verildiginde, Dayanigsma Degeri’nin en temel 6gesi olan ve her bir koalisyonun
elde edebilecedi dederi oyuncu kimesinin bolintlisind gbéz énlne alarak hesaplayan sinirl

oyunun (restricted game) tanimi asagidaki gibidir.

Herhangi bir (N, v, P) € GE ve S € 2V igin, P|s, S koalisyonu iginde temsil edilen bloklari, P|s
ise S koalisyonu iginde temsil edilen bloklarin bilegimini gostersin (Yani, her bir P, € P igin
P,NS#@ =P, EP|g ve P|g = Up,eps Px )- Verili bir koalisyon yapisi olan devredilebilir
fayda oyunu (N,v, P) € GF igin simirh oyun, vf:2N — R, her koalisyona iginde temsil edilen
bloklarin bilegiminin degerini verecek sekilde asagidaki gibi tanimlanmisgtir:

vh (S) = v(P|s), VS €2V,

Koalisyon yapisi olan bir devredilebilir fayda oyunu verildiginde, Dayanisma Degeri icin

tanimlanan sinirli oyunun nasil olusturuldugu asagidaki basit drnekte agiklanmistir.

Ornek:

Koalisyon yapisi olan bir devredilebilir fayda oyunu (N,v,P) € G,f,’ alalim. N ={1,2,3},
v(S) =|S|?ve P = {{1,2},{3}} olsun. Dayanigma Degeri igin tanimlanan sinirli oyun, v5:2V —
R, asagidaki gibidir.

vy (1) =v({1,2}) = 4

va({2h) =v({1,2) =4

va({3) =v({3h =1

vy ({1.2D) =v({1,2}) = 4

vy (13D =v({1,23) =9

vy ({2.3) =v({1.23) =9

va({1,23) =v({1,23) =9

Bu ornekte,

{1} koalisyonunda, sadece {1,2} blogu temsil edildigi igin v} ({1}) = v({1,2}) = 4

{2} koalisyonunda, sadece {1,2} blogu temsil edildigi igin v} ({2}) = v({1,2}) = 4

{3} koalisyonunda, sadece {3} blogu temsil edildigi igin v{({3}) = v({3}) =1

{1,2} koalisyonunda, sadece {1,2} blogu temsil edildigi icin v} ({1,2}) = v({1,2}) = 4

{1,3} koalisyonunda, {1,2} ve {3} bloklari temsil edildigi icin v¥ ({1,2}) = v({1,2} U {3}) =
v({1,2,3}) =9

{2,3} koalisyonunda, {1,2} ve {3} bloklari temsil edildigi i¢in v£ ({1,3}) = v({1,2} U {3}) =
v({1,2,3}) =9



{1,2,3} koalisyonunda, {1,2} ve {3} bloklari temsil edildigi i¢in v£ ({1,2,3}) = v({1,2} U {3}) =
v({1,2,3}) = 9 olmaktadir.

Sinirl oyunun tanimina gére bir koalisyonda degisik bloklardan oyuncular mevcut ise, sinirli
oyunda bu koalisyonun elde edebilecegi deger, oyuncularin ait oldugu bloklarin bilesiminin
elde edebilecegi degere esittir. Tanimlanan bu sinirli oyunun Shapley degeri ise Dayanisma
Degeri olarak tanimlanmis ve A: G — R™ ile gbsterilmistir. Yani, herhangi bir koalisyon yapisi

olan devredilebilir fayda oyunu (N, v, P) € GF icin Dayanisma Degeri A(N, v, P) = Sh(N, v}).

3.2 UYUM DEGERIi

Uyum Degeri igin bir blogun ancak tum Uyelerinin varhgi ile temsil edilebilecedi yaklagimi
benimsenmistir. Bu yaklasima gore, bir koalisyonda farkli bloklardan oyuncular arasinda
isbirliginin mimkin olabilmesi igin, bloklarin tim Uyelerinin bu koalisyon i¢cinde mevcudiyeti
gerekmektedir. Bu yaklasima uygun bir sekilde, kisith isbirligi olan bir devredilebilir fayda
oyunu verildiginde, her bir koalisyonun elde edebilecedi degeri hesaplayan sinirli oyunun

(restricted game) tanimi asagidaki gibi yapilmistir.

Herhangi bir (N,v,P) € GF ve S €2V igin P|¢, S koalisyonu iginde bitiinlyle temsil edilen
bloklari, P|? ise S koalisyonu icinde biitiiniiyle temsil edilen bloklarin bilesimini gdstersin (her
bir P, € P igin P, €S = P, €P|} ve P|f = Upepiz Px ). Pls ise S koalisyonunda kismen

temsil edilen bloklari gostermektedir (her bir P, € P i¢in P, € P|sve P, € S = P, € P|).

Herhangi bir koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunu (N,v,P) € GF verildiginde,
Uyum Degeri igin tanimlanan sinirli oyunda, v5: 2¥ - R, her bir koalisyonun degeri asagidaki
gibi tanimlanmistir:

v6(S) = v(P|$) + Xp,eps V(SN P), VS € 2V,

Uyum Degeri igin tanimlanan bu sinirli oyuna gore bir koalisyonun degeri, bu koalisyonda
batindyle temsil edilen bloklarin bilesiminin degerine kismen temsil edilen blok pargalarinin

degerlerinin toplaminin eklenmesiyle bulunur.

Verili bir koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyununda, Uyum Degeri i¢in tanimlanan

sinirli oyunun nasil olusturuldugu asagidaki basit 6rnekte aciklanmistir.



Ornek:

Koalisyon yapisi olan bir devredilebilir fayda oyunu (N, v, P) € Gﬁ alalim. N = {1,2,3,4,5,6,7},
v(S) =|S|?> ve P = {{1,2}, {3,4,5}, {6,7}} olsun. Uyum Degeri icin tanimlanan sinirh oyunda
segilmis bazi koalisyonlarin degerleri agagidaki gibi olacaktir.

vo (1) = v ({2) = v5 ({31 = v6 ({4} = v6 ({5} = vi({6}) = v ({7H =1

vo({1,2h) =v({1,2}) = 4

vo({13) =v({1) +v({3) =2

v6({1,23) =v({1.2D) +v({3h =5

vh({1,2,3,4) = v({1,2}) + v({3,4}) = 8

v5({1,3,4,5) = v({1}) + v({3,4,5}) = 10

vg({134,6)) = v({1) + v((34) +v({6}) = 6

v5({1,2,3,4,5)) = v({1,2,3,4,5}) = 25

v§ ({1,261 = v({1,2) + v({6}) = 5

v5({1,2,6,7}) = v({1,2,67}) = 16

v5({1,2,3,6}) = v({1,2}) + v({3}) + v({6}) = 6

v5({1,2,3,6,7}) = v({1,2,6,7}) + v({3}) = 17

vg({1,2,3,4,6,7}) =v({1,2,6,7}) + v({3,4}) = 20

v5({1,2,3,4,5,6)) = v({1,2,3,4,5}) + v({6}) = 26

vP({1,2,3,4,5,6,7}) = v({1,2,3,4,5,6,7}) = 49

Bu ornekte,

{1,2,3,4,6,7} koalisyonunda, {1,2} ve {6,7} bloklari tam olarak temsil edildigi ve {3,4,5} blogu
kismen temsil edildigi i¢in v ({1,2,3,4,6,7}) = v({1,2,6,7}) + v({3,4}) = 20 olmaktadir.
{1,2,3,4,5,6} koalisyonunda, {1,2} ve {3,4,5} bloklari tam olarak temsil edildigi ve {6,7} blogu
kismen temsil edildigi igin v ({1,2,3,4,5,6}) = v({1,2,3,4,5}) + v({6}) = 26 olmaktadir. {1,3,4,6}
koalisyonunda, {1,2}, {3,4,5} ve {6,7}, bloklari kismen temsil edildigi i¢in v} ({1,3,4,6}) =
v({1}) + v({3,4}) + v({6}) = 6 olmaktadir. {1,2,3,4,5,6,7} koalisyonunda, {1,2}, {3,4,5} ve
{6,7}, tam olarak temsil edildigi icin v5({1,2,3,4,5,6,7}) = v({1,2,3,4,5,6,7}) = 49 olmaktadir.

Uyum Degeri igin olugturulan sinirli oyunun tanimina gore bir koalisyonda butunuyle temsil
edilen bloklar bilesimlerinin degerini koalisyona yansitabilmektedirler. Koalisyonda kismen
temsil edilen bloklarin oyunculari ise igbirligine girememekte, sadece kendi degerlerini

yansitmaktadirlar. Tanimlanan bu sinirli oyunun Shapley Degeri Uyum Degeri olarak



tanimlanmistir ve 0:Gf — R™ ile go6sterilmigtir. Yani, herhangi bir koalisyon yapisi olan
devredilebilir fayda oyunu (N, v, P) € GF igin Uyum Degeri O(N, v, P) = Sh(N, v}).

4. BULGULAR

Bu bdlumde, proje kapsaminda literatiure kazandirilan Dayanigma Degerinin ve Uyum

Degeri’nin sagladigi 6zellikler gosterilmis ve aksiyomatik karakterizasyonlari yapiimistir.
4.1 DAYANISMA DEGERI ILE ILGILI BULGULAR

Oncelikle, Dayanisma Degeri'nin, A:G§, — R", literatirde gok bilinen Etkinlik (Efficiency) ve

Dogrusallik (Linearity) 6zelliklerini sagladigi tespit edilmigtir.

Koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunlari icin tanimlanmis bir ¢ézim kavraminin
etkin olabilmesi icin, batin oyuncularin bulundugu buydk koalisyonun degerinin, v(N)'nin,
eksiksiz bir sekilde oyunculara dagitmasi gerekmektedir. Séyle ki; koalisyon yapisi olan
devredilebilir fayda oyunlari (zerinde tanimli bir ¢dzim kavraminin, &:G§ — R™, Etkinlik

Ozelligi'ni saglamasi her bir (N, v, P) € GF igin Yy & (N, v, P) = v(N) olmasi demektir.

Dayanisma Degeri’nin Etkinlik Ozelligi’ni Sagladiginin ispat:

Dayanisma Degeri'nin Etkinlik Ozelligini sagladigini gérmek igin, herhangi bir oyun
(N,v,P) € G; ve permitasyon m € I1y alalim. Dayanisma Degeri igin tanimlanan sinirli
oyunun tanimi geregi vy (N) = v(P|y) = v(N) esitligi saglanacaktir. v} (N) = v(N) oldugu
icin ve marjinal katki vektorinin tanimi gere@i Y;cymI(N,v}) = v (N) = v(N) esitligi
saglanir. Yani, herhangi bir permitasyon icin tanimlanan marjinal katki vektoriinde
oyuncularin toplam kazanci v(N)’e esittir. Dayanisma Degeri’nin batin permutasyonlar igin
hesaplanan marjinal katki vektorlerinin ortalamasi olmasi sebebiyle, Dayanisma Degeri'nde
butliin oyuncularin kazanglarinin toplami v(N)’e esit olacaktir. Bu sebeple Dayanigsma Degeri

Etkinlik Ozelligi'ni saglamaktadir.

Dayanigma Degeri’nin Dogrusallik Ozelligi’'ni Sagladiginin ispati:
Koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunlari i¢in tanimlanmis bir ¢6zUm kavraminin
Dogrusallik Ozelligini saglamasi, herhangi iki oyuna uygulanmasi durumunda g¢dzim

kavraminin verecegi kazang vektorlerinin dogrusal kombinasyonunun, ¢6zim kavraminin



oyunlarin ayni dogrusal kombinasyonuna uygulanmasi durumunda ortaya cikacak kazang
vektorine esit olmasi olarak tanimlanmigtir. Soyle ki, herhangi iki koalisyon yapisi olan
devredilebilir fayda oyunu (N, v, P), (N,w,P) € G ve a, € R alalim. Bu iki oyunun dogrusal
kombinasyonu (N,av + Bw,P) € GF oyunu olacaktir. Bir ¢bzim kavraminin, &:Gh — R™,
Dogrusallik Ozelligini saglamasi igin a&(N,v,P) + BE(N,w,P) = E(N,av + fw,P) olmasi
gerekir. Shapley Degerinin Dogrusallik Ozelligini saglamasi ve Dayanisma Degeri'nin
tanimlanan sinirh oyunun Shapley Degeri olmasi sebebiyle Dayanigma Degeri'nin

Dogrusallik Ozelligi'ni sagladigi agiktir.

Dayanigma Degeri'nin hi¢ katki yapmayan bloklarin Gyesi olan oyunculara dagitimda sifir
kazang¢ verdigi, benzer katkilari olan bloklardaki oyunculara ise benzer kazanglar sagladigi
gorulmustur. Bu kapsamda, literatirde var olmayan Etkisiz Blok Ozelligi (Dummy Block
Property), Blok igi Simetriklik (Intrablock Symmetry) ve Bloklar Arasi Simetriklik (Interblock
Symmetry) 6zelliklerinin tanimlari yapilmis ve Dayanisma Degeri’nin bu 6zellikleri sagladigi
ispatlanmistir. Literatire kazandirilan bu 6zelliklerin her biri, butlin oyuncularin igbirligi

sonucunda Uretilen degerin bireysel oyunculara adil bir sekilde dagitiimasini gézetmektedir.

Etkisiz Blok Ozelligi, herhangi bir koalisyona katiimasi durumunda, koalisyonun elde
edebilecegi degere sifir katki yapan (marjinal katkisi sifir olan) bir blogun tiim Uyelerinin
dagitimdan sifir kazang elde etmesi olarak tanimlanmistir. Etkisiz Blok Ozelligi’nin tanimina
gore; herhangi bir (N,v,P) € GF ve P, € P igin v(SU P,) = v(S), vS € 2V ise &(N,v,P) =
0,Vi € P, olmaldir. Dayanisma Degeri’nin, tanimlanan sinirli oyunun, v, ’nin, Shapley Degeri
oldugunu hatirlayalim. Shapley Dedgeri ise oyuncularin kendilerini igermeyen koalisyonlara
katihrken yaptiklari marjinal katkilarinin (agirlikli) ortalamasina esittir. Yukarida tanimlanan
sinirli oyunda, her bir oyuncunun herhangi bir permitasyonda yapacagdi marjinal katki, tGyesi
oldugu blogun diger bloklara marjinal katkisina veya sifira esit olacaktir. Bu durumda, bir
oyuncunun dyesi oldugu blogun diger bloklara marjinal katkisi da sifira esit ise, bu oyuncu
icin sinirl oyunda Shapley Degeri sifir olacaktir. Dolayisiyla, Dayanisma Degeri bu

oyuncuya sifir kazang verecektir.

Dayanigsma Degeri’nin Etkisiz Blok Ozelligi’ni Sagladiginin ispat:

Herhangi bir (N,v,P) € G alim. Bir P, € P igin v(SUP,) =v(S), VS € 2" olsun. P, € P
blogunun her bir Uyesi i € P, i¢cin A;(N,v,P) = 0 oldugunu gbstermemiz gerekmektedir.
Bunun i¢in herhangi bir permitasyon © € I alahim. Bu permutasyonda i € N oyuncusundan
Oonce gelen oyuncularin kimesi S = {j € N:w(j) < (i)} olsun. Bu permutasyona karsilk

gelen marjinal katki vektoriinde i € N oyuncusunun marjinal katkist mF(N,v5) = v} (Su
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{ih) —vE(S) =v(PlsuP,) —v(P|g) olacaktir. P, blogu igin v(SUP) =v(S), VvSeE2N
olmasindan dolayl, v(P|sU P,) —v(P|g) =0 olmahldir. Dolayisiyla, mf(N,v}) =0 olur.
Dayanigsma Degeri'nde i € N oyuncusunun alacagi kazang, butin permutasyonlarda yaptigi

marjinal katkilarin ortalamasi olmasindan dolayi, bu durum A;(N, v, P) = 0 anlamina gelir.

Blok ici Simetriklik Ozelligi, bir blogun tim (yelerinin dagitimdan esit pay almasi olarak
tanimlanmistir. Dolayisiyla, bir ¢éziim kavraminin, &: G5 — R™, Blok Igi Simetriklik Ozelligi’ni
saglamasi igin; her bir (N,v,P) € G} ve P,€P igin &(N,v,P) = §i(N,v,P), Vi,j € Py
olmalidir. Dayanigsma Degeri’'nin, yukarida tanimlanan sinirli oyunun, v,’nin, Shapley Degeri
oldugunu hatirlayalim. Shapley Degeri ise oyuncularin kendilerini icermeyen koalisyonlara
katilirken yaptiklari marjinal katkilarinin (agirlikl) ortalamasina esittir. Dayanisma Degeri icin
tanimlanan sinirli oyunda, her bir oyuncunun yapacagi marjinal katki ya ait oldugu blogun
marjinal katkisina ya da sifira egit olacaktir. Ayni bloga ait iki oyuncu icin, sinirli oyundaki
marjinal katkilarin (agirlikli) ortalamasinin ayni oldugu gerceginden hareketle, Dayanigsma

Degeri'nin Blok igi Simetriklik Ozelligini sagladigi gosterilmistir.

Dayanisma Degeri’nin Blok i¢i Simetriklik Ozelligi’ni Sagladiginin ispati:

Herhangi bir (N,v,P) € GF ve P, € P alahm. Her bir i,j € P, igin A;(N,v,P) = Aj(N,v,P)
oldugunu gostermemiz gerekmektedir. Bunun i¢in herhangi bir permutasyon « € Iy alalim ve
genelligi kaybetmeden (i) < m(j) oldugunu kabul edelim. S = {s € N : n(s) < n(i)} kimesi
nm permutasyonunda i € N oyuncusundan énce gelen oyunculari; Q = {q € N : n(q) < w(j)}
kiimesi ise m permiitasyonunda j € N oyuncusundan énce gelen oyunculari gostersin. iki
tane olasi durum vardir:

DURUM 1: 3i’ € P, dyle ki n(i") < (i)

Bu durumda, P, S P|s ve P, € P|, olmalidir. Dolayisiyla mT(N,v}) = vi (S U {i}) — v (S) =
v(PlsUP) —v(Pls) =0 ve m}t(N,vf) =vs(QU{i}) —vi(Q) = U(PlQ UPk) —v(ﬁlq) =0
olmalidir.

DURUM 2: (i) < n(i"),Vi' € P,

Bu durumda, m{(N,v5)=vi(SU{i}) —vi(S) =v(PlsUP)—v(Pls) ve mI(N,vz)=
vE(Qu{ih) —vi(@ =v(PlouP)—v(Plp) =0 olmalidir. 7 elly permitasyonu igin,
') =n(), n'(G)=n@) ve wn'()=n()VIe{N\{ij}} olacak sekilde bir =’ eIl
permiitasyonu yazabiliriz. Bu 7’ € Il permitasyonu igin m™ (N,v5) = vz (S U {i}) — vi(S) =
v(PlsUP) —v(Pls) = mf(N,v;) ve mf(N,vi)=v;Qu{i})-v;Q) =v(PlguP)-

v(PlQ):O:m}T(N,vf) olur. Dayanisma Degeri bitun permutasyonlara karsilik gelen
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marjinal katki vektorlerinin ortalamasi oldugundan dolayi, iki olasi durumun bir sonucu olarak
A;(N,v,P) = Aj(N,v, P) esitligi saglanir.

Bloklar Arasi Simetriklik Ozelligi, herhangi bir koalisyona katilmasi durumunda ayni katkiyi
yapan ve diger blogun yer aldigi koalisyonlara sifir katki yapan iki blogun tim Uyelerinin
dagitimdan esit pay almasi olarak tanimlanmistir. Bloklar Arasi Simetriklik Ozelligi igin
oncelikle simetrik bloklarin tanimi yapilmistir. Bu tanima gére; herhangi bir (N, v, P) € GF igin
Py, B, € P simetrik bloklardir ancak ve ancak v(SUP,) =v(SUPB,) =v(SUP,UB,), VSE
2V Koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunlari igin tanimlanmig bir ¢ozim kavraminin
Bloklar Arasi Simetriklik Ozelligi’ni sagliyor olmasi igin; herhangi bir (N, v, P) € GF ve simetrik
bloklar Py, Py, € P igin §;(N,v,P) =¢&;(N,v,P), Vi,j € P, U Py, olmaldir. Dayanisma Degeri,
yukarida tanimlanan sinirli oyunun, v,’nin, Shapley Degeri olarak tanimlanmistir. Shapley
Degeri ise oyuncularin kendilerini icermeyen koalisyonlara katilirken yaptiklari marjinal
katkilarinin (agirlikh) ortalamasina esittir. Herhangi bir koalisyon yapisi olan devredilebilir
fayda oyununda iki blogun simetrik olmasi, bu bloklardaki butliin oyuncularin sinirli oyunda
benzer marjinal katkilari yapacagi gergeginden hareketle, Dayanisma Degeri'nin Bloklar

Arasi Simetriklik Ozelligi’'ni sagladigi gdsterilmistir.

Dayanisma Degeri’nin Bloklar Arasi Simetriklik Ozelligi’ni Sagladiginin ispati:

Herhangi bir (N, v, P) € GF ve simetrik olan P,,P,, € P alalim. Herhangi i € P, ve j € B, igin
A;(N,v,P) = Aj(N,v,P) oldugunu goOstermemiz gerekmektedir. Bunun igin herhangi bir
permitasyon 7 € IIy alalim ve genelligi kaybetmeden 7(i) < m(j) oldugunu kabul edelim.
S={seN:n(s) <m(i)} kimesi m permitasyonunda i € N oyuncusundan &énce gelen
oyunculari; Q ={q € N : n(q) < m(j)} kimesi ise m permutasyonunda j € N oyuncusundan
once gelen oyunculari gostersin. (i) < m(j) olmasindan dolayi P, < I3|Q olur. iki olasi durum
s6z konusudur.

DURUM 1: 3i’ € Py, 6yle ki n(i") < m(i)

Bu durumda, P, S P|s ve P, SP|, olmaldrr. = €lly permitasyonu igin m](N,v}) =
vA (SU{i}) —vi(S) = v(Pls U P) — v(Pls) ve mI(N,vi) =vi(QU{}H —vz(Q) =
v(Plo U By,) —v(Plg) olur. P € P|s oldugu igin mI'(N,v}) = v(P|s U Py) — v(P|s) = 0 esitligi
saglanir. Ayrica, P, S P|, ve P ile P, simetrik bloklar olmasi sebebiyle, mT(N, vh) =
v(Plo U Bn) —v(Plg) = 0 esitligi de saglanir.

DURUM 2: (i) < n(i") Vi' € P,

Bu durumda P, € P|, olmaldir. = €lly permitasyonu icin m{(N,vs) = vz (SU{i}) —

vi(8) =v(PlsUP) —v(Pls) ve mi(N,v;)=v7(QU{i})—vi(Q) =v(PlgUhn)—v(Plg)

12



olmalidir. P, ve P, simetrik bloklar oldugu ve P, < P|, oldugu icin v(P|, U B,) = v(P|,) olur.
Dolayisiyla mf(N,vf) = v (Q U{i}) —vi(Q) = v(P|oUP,) —v(Ply) = 0 esitligi saglanir.
7 € [y permitasyonu igin, ©'(i) = n(j), n'(j) = n(i) ve n'(}) =n() vl e {N\{i,j}} olacak
sekilde tek bir ' € [Ty permitasyonu yazabiliriz. Bu ' € I1 permitasyonu igin m}T’(N, v)) =
v(P|s U By) —v(Pls) ve mF' (N,vf) =v(P|oUP,)—v(Ply) olur. P, ve B, simetrik bloklar
oldugu igin, v(P|sUPy) =v(PlsuP) ve v(PlauPy)=v(P|loUB,) olur. Dolayisiyla,
m' (N,vy) = v(Pls U Pp) — v(Pls) = v(P|s UP) —v(Pls) =m(N,vf) ve mf'(N,v)=
v(Plo U Py) —v(Plg) =v(PlqUPy,)—v(Plg) = mf(N,vf). Dayanisma Degerinin bitin
permutasyonlara karsilik gelen marjinal katki vektorlerinin ortalamasi oldugundan dolayi, bu

durum A;(N, v, P) = A;j(N, v, P) olmasini gerektirir.

Bu projede son olarak Dayanisma Degeri'nin, koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda
oyunlari Gzerinde tanimli, Etkinlik, Dogrusallik, Etkisiz Blok ve Bloklar Arasi Simetriklik
Ozelliklerini saglayan yegane ¢6zim kavrami oldugu gdsterilmis, yani aksiyomatik

karakterizasyonu yapilmistir.

Literatirdeki ispatlarin genelinde devredilebilir fayda oyunlarinin, Oybirligi Oyunlar’nin
(Unanimity Games) dogrusal bir kombinasyonu (linear combination) olarak ifade edilebilecegi
gerceginin kullaniilmaktadir. Dayanigsma Degeri’'nin karakterizasyonunda ise, literatlrdeki
calismalardan farkl olarak, devredilebilir fayda oyunlarinin, ikili Oybirligi Oyunlarr’nin (Dual
Unanimity Games) bir dogrusal kombinasyonu olarak ifade edilebilecegi gercedinden
faydalanilmigtir. Herhangi bir oyuncu kiimesi N ve S € 2V icin ikili Oybirligi Oyunu, (N, u}) €

Gy, SOyle tanimlanmistir:

us(Q) =1 egerQnNS+0
us(Q) =0 egerQnNnS =0

Herhangi bir koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyununun, ikili Oybirligi Oyunlar’nin

dogrusal bir kombinasyonu olarak nasil yazilabilecegi asagidaki ornekte gosterilmektedir.

Ornek:

Bir tane koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunu (N, v, P) alahm. N = {1,2,3} olsun.
Karakteristik fonksiyon ise v: 2V — R ise asagidaki gibi olsun.

v({1}) =2

v({2h) =1

13



v({3}) =4

v({1,2}) =3
v({1,3}) =6
v({2,3}) =4

v({1,2,3}) = 6

Yukaridaki koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunu ugy; , ufs) ve ug, s ikili Oybirligi
Oyunlarinin bir dogrusal kombinasyonu olarak yazilabilir. Soyle ki; v(Q) = 2.uf1} @+
3.u73(Q) + ug, 53(Q), VQ € 2V veya (N,v,P) = 2.(N,ugyy,P) + 3.(N,ufsy, P) + (N, uy 3y, P).

Bunu goérmek icin

Q = {1} alalim. ug; ({1) = 1, gz ({11 = 0 ug, 53({1}) = 0 olmasindan dolay!
v({1}) = 2 = 2.uf;y ({1 + 3.uf5y (1) + Luf5{1) =2.1+3.0+1.0

Q = {2} alalim. ugyy ({2) = 0, ugz ({2}) = 0 ug, 53({2}) = 1 olmasindan dolay:
v({2D) = 1= 2.uf;; ({2) + 3.uz({(2D) + Luf5({(2H =20+3.0+ 1.1

Q = {3} alalim. ug;; ({3}) = 0, ugz ({3}) = 1 ug, 5({3}) = 1 olmasindan dolays
v({3)) = 4 = 2.uf;; (3D + 3.ui5(B3H + Luf;{3) =2.0+31+1.1

Q = {12} alahm. ug; ({1,2}) = 1, ugy ({1,2}) = 0 ug, 53({1,2}) = 1 olmasindan dolay!
v({1,2)) =3 = 2.uyy (12D + 3.uf3 (12D + Luj5({1,2) =2.1+3.0+ 1.1

Q = {13} alahm. ugy ({1,3}) = 1, ugz ({1,3}) = 1 up, 5({1,3}) = 1 olmasindan dolay!
v({1,3]) = 6 = 2.uyy (13D + 3.uf3, ({13 + Luj5({13) =21+3.1+1.1

Q = {23} alahm. wugyy ({2,3}) = 0, ugz ({2,3}) = 1 up, 5({2,3}) = 1 olmasindan dolay!
v({2,3]) =4 = 2.uf;y (23D + 3.uf3 (23D + Luj5({23) =2.0+3.1+1.1

Son olarak Q ={1,2,3} alalim. uy ({1230 =1, ui({123D) =1 u)5{123) =1

olmasindan dolayi
v({2,3}) = 6 = 2.ufy; ({231 + 3.ufy (123D + Lu; 523D =21+31+1.1
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Dayanigma Degeri'nin karakterizasyonu yapilirken, Dayanisma Degeri’nin Dogrusallik
Ozelligi'ni sagladi§i ve her bir koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyununun ikili
Oybirligi  Oyunlar’nin  bir dogrusal kombinasyonu olarak yazilabilecedi gerceginden
faydalaniimigtir. Bu amagla, 6éncelikle Dayanigma Degeri'nin, karakteristik fonksiyonu ikili
Oybirligi Oyunu olan bir koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyununda her bir oyuncuya

dagitacagi kazanclarinin ne kadar olacagi gosterilmigtir. Daha agiklayici olmak gerekirse,

1

herhangi bir S €2 ve (N,usP) € G icin A;(N,us,P) = 5
S

,Vi € P|s ve A;(N,u$P)=

0,Vi € N \ P|s oldugu gosterilmistir.

(N,u;, P) € G igin A;(N,us, P) = ﬁ Vi € P|g ve A;(N,u3, P) = 0Vi € N \ P|g oldugunun
S

ispati:

Herhangi bir S € 2N ve (N, us, P) € GE alalim. (N,u%, P) € Gf igin herhangi bir P; € P igin

Py & Plgise ui(Q U Py) = ui(Q), vQ € 2V olmaktadir. Yani P, blogu etkisiz blok olmaktadir.
Dayanigsma Degeri'nin Etkisiz Blok Ozelligi'ni sagladigindan dolayi, 4;(N,us,P) =0,Vi € N \
P|s olur. Ayrica (N,us, P) € G§; oyununda herhangi iki Py, P,, € P igin P, € P|g ve P,, € P| ise

P, ve P, bloklari simetrik bloklardir. Dayanigma Degeri'nin Etkinlik ve Bloklar Arasi

Simetriklik 6zelliklerini sagladigindan dolayi A;(N, us, P) = ﬁ Vi € P|g olur.
N

Dayanigsma Degeri’nin Aksiyomatik Karakterizasyonu:

Dayanisma Degeri’nin aksiyomatik karakterizasyonu igin, Dayanigsma Degeri’nin Etkinlik,
Dogrusallik, Etkisiz Blok, Bloklar Arasi Simetriklik o6zelliklerini sagladigini ve Etkinlik,
Dogrusallik, Etkisiz Blok ve Bloklar Arasi Simetriklik 6zelliklerini saglayan herhangi bir ¢ézim
kavraminin Dayanisma Degeri ile ayni kazan¢ dagitimini yapacagdini gostermemiz
gerekmektedir. Halihazirda, Dayanigma Degeri'nin bahsi gecen dort o6zelligi sagladigi

gOsterilmigtir.

Simdi; Etkinlik, Etkisiz Blok Ozelligi ve Bloklar Arasi Simetriklik 6zelliklerini saglayan herhangi
bir ¢6ziim kavrami &: G5 — R™ ve herhangi bir (N,v,P) € GF alalim. Herhangi bir koalisyon
yapisi olan devredilebilir fayda oyunu, Ikili Oybirligi Oyunlar’'nin bir dogrusal kombinasyonu
olarak yazilabildigi igin (N,v,P) = Yseon As(N,us, P), Ag € R olsun. &:GY - R™ ¢dzimi
Dogrusallik Ozelligi'ni sagladigi igin (N, v,P) = Ygeon Ag E(N,us, P) olur. Dolayisiyla
E(N,us, P) = A(N,us, P),vS € 2V oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Oncelikle (N, us, P)
oyununda, eger bir P, € P igin P, & P|s ise P, etkisiz blok olacaktir ve &: G5 — R™ ¢dzimi

Etkisiz Blok Ozelligini sagladigi igin & (N,ul,P) =0,Vi € P, olacaktir. Dolayisiyla,
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&(N,u$, P) = 0,vi € N \ P|s olacaktir. Ayrica, herhangi Py, P, € P igin P, € P|s ve P, € P|s
ise P, ve P,, bloklari simetrik bloklar olacaktir ve &; G5 — R™ ¢dzimu Bloklar Arasi Simetriklik
Ozelligi'ni saglamasi sebebiyle, bu bloklarin tim dyeleri dagilimdan esit pay alacaklardir.

&:GH —» R™ ¢bzuminin Etkinlik Ozelligi'ni saglamasi ve ui(N) =1 olmasi sebebiyle

% 1
Ei(N'uS'P) =5

IPls]

Oyunu olan herhangi bir kisitl igbirligi olan devredilebilir fayda oyununda, (N,uf,P) € GE,

,Vi € P|s olacaktir. Sonug olarak, karakteristik fonksiyonu ikili Oybirligi

Dayanigsma Degeri ve &; G5 — R™ ¢6zmu oyunculara ayni kazanglari dagitmaktadir. Her bir
koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyununun, ikili Oybirligi Oyunlar’nin bir dogrusal
kombinasyonu olarak yazilabilmesi ve Dayanisma Degeri'nin Dogrusallik Ozelligini

saglamasi sebebiyle Dayanisma Degeri ile &; G5 — R™ ¢bzimU birebir drtismektedir.
4.2 UYUM DEGERI ILE ILGILI BULGULAR

Oncelikle Dayanigsma Degeri'ne benzer sekilde, Uyum Degeri'nin, 0: G — R", de Etkinlik ve

Dogrusallik 6zelliklerini sagladigi tespit edilmistir.

Koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunlari icin tanimlanmis bir ¢ézim kavraminin
etkin olabilmesi igin, oyunculara daditilan toplam kazan¢ miktarinin butin oyuncularin
bulundugu biylk koalisyonun degerine, v(N)’e, esit olmasi gerektigini hatirlayalim. Séyle ki;
&:GE - R™ ¢bziim kavraminin Etkinlik Ozelligi'ni saglamasi igin her bir (N,v,P) € G} igin

Yien &i(N,v, P) = v(N) esitligi saglanmalidir.

Uyum Degeri’nin Etkinlik Ozelligi’ni Sagladiginin ispat:

Uyum Degeri’nin Etkinlik Ozelligini sagladigini gérmek icin, herhangi bir (N,v,P) € G} ve
permutasyon = € [y alalim. Uyum Degeri i¢cin tanimlanan sinirl oyunun tanimi geregi
vE(N) = v(P|}) = v(N) esitligi saglanacaktir. v5(N) = v(N) oldugu igin ve marjinal katki
vektorunln tanimi geregi ¥,y mI (N, vE) = v§ (N) = v(N) esitligi saglanir. Yani, herhangi bir
permitasyon igin tanimlanan marjinal katki vektériinde oyuncularin toplam kazanci v(N)’e
esit olacaktir. Uyum Degeri’'nin butin permutasyonlar icin hesaplanan marjinal katki
vektorlerinin ortalamasi olmasi sebebiyle, Uyum Dederi’nde bitlin oyuncularin kazanglarinin

toplami v(N)’e esit olacaktir. Yani icin },;cy 0;(N,v, P) = v(N) esitligi saglanacaktir.
Etkinlik Ozelligi'nin yaninda, Uyum Degeri Dogrusallik Ozelligi'ni de saglamaktadir.

Dayanigsma Degeri’nin Dogrusallik Ozelligi’'ni Sagladiginin ispat:
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Koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunlari i¢in tanimlanmig bir ¢6zim kavraminin
Dogrusallik Ozelligini saglamasi igin, verili herhangi iki oyuna uygulanmasi durumunda
verecegi kazang vektorlerinin dogrusal kombinasyonunun, ¢6zim kavraminin oyunlarin ayni
dogrusal kombinasyonuna uygulanmasi durumunda ortaya ¢ikacak kazang vektorine esit
olmasi gerekmektedir. Soyle ki, herhangi iki oyun (N,v,P),(N,w,P) € GF ve bu oyunlarin
dogrusal kombinasyonu olan (N,av + fw,P) € G oyunu alalim (a,f € R). Bir ¢6zim
kavraminin, &:GL — R™, Dogrusallik Ozelligi'ni sadlamasi igin a&(N,v,P) + BE(N,w,P) =
E(N,av + pw, P) olmasi gerekir. Shapley Degerinin Dogrusallik Ozelligi'ni saglamasi ve
Uyum Degeri'nin tanimlanan sinirl oyunun Shapley Degeri olmasi sebebiyle Uyum

Degeri'nin de Dogrusallik Ozelligi’ni saglamaktadir.

Dayanisma Degeri'nden farkh olarak, Uyum Degeri’nde, marjinal katkilari sifira esit olan
bloklardaki oyuncular (ait olduklari blok igindeki katkilarina bagh olarak) dagitimdan sifirdan
farkli kazanglar elde edebilmektedir. Dolayisiyla Uyum Degeri Etkisiz Blok Ozelligi'ni
saglamaktadir. Bu kapsamda, literatirde var olmayan Etkisiz Oyuncu Ozelligi (Dummy
Player Property) tanmimlanmistir. Etkisiz Oyuncu Ozelligine gére; kendi blogundan
oyuncularin olusturdugu koalisyona katiimasi durumunda katkisi sifir olan ve ait oldugu
blogun herhangi bir koalisyona katkisi blogun kendi bagina elde edebilecedi degere esit olan
oyuncular dagitimdan sifir kazan¢ elde etmeleri gerekmektedir. Soyle ki; koalisyon yapisi
olan bir devredilebilir fayda oyununda, (N,v, P) € Gy, herhangi bir i € N oyuncusunun etkisiz
oyuncu olmasi v(S U {i}) = v(S), VS S Pl ve v(Q U Plyy) = v(Q) + v(Plwy), VQ € N\ Pl
esitliklerinin saglanmasi demektir. Bir ¢dzim kavraminin, &:Gf — R™, Etkisiz Oyuncu

Ozelligi'ni saglyor olmasi igin, oyundaki etkisiz oyunculara dagitimda sifir kazang vermesi

gerekmektedir.

Uyum Degeri’nin Etkisiz Oyuncu Ozelligi’ni Sagladiginin ispat:

Herhangi bir (N,v,P) € G} alim ve i € N oyuncusu etkisiz oyuncu olsun. 0;(N,v,P) =0
oldugunu gdstermemiz gerekmektedir. Bunun igin herhangi bir permutasyon = € Iy alalim.
Bu permitasyonda i € N oyuncusundan 6nce gelen oyuncularin kimesi S = {j € N:n(j) <
n(i)} olsun. iki olasi durum vardir.

DURUM 1: (i) > n(i"),Vi' € Plg

(i) 2n(i'), Vi' € Pl ise Pl €SU{i} olmaldir. S\ Pl =0Q olsun. Bu durumda

mf(N,vp) = V(ﬁr{) U Pl{i}) + Zpkema v(@NP)— V(ﬂg) - ZPkEP|a v(Q N P) —v(Plgy \ {i})

olur. i € N oyuncusunun etkisiz oyuncu olmasi v(P|g \ {i}) = v(Ply) ve v(P|§ U Ply) =
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v(ﬁ|5) +v(Plyy) esitliklerinin saglanmasi demektir. Bu durum, m[(N,v§) =0 olmasini
gerektirir.

DURUM 2: 3i’ € P dyle ki (i) = m(i)

S\Ply; =Q ve SNP|y =T olsun. Bu durumda m'(N,v§) = v(P|§) + Yperizv(Q NP +
v(T) — v(P|§) - Ypeprigv(@ NP) —v(T\ {i}). i €N oyuncusu etkisiz oyuncu oldugu igin
v(T \ {i}) = v(T) olur. Dolayisiyla mF(N,vE) = 0 olur. Uyum Degeri bitiin permitasyonlar
icin tanimlanan marjinal katki vektorlerinin ortalamasina esit olmasi sebebiyle, iki olasi durum

0;(N, v, P) = 0 olmasini gerektirir.

Bu 6zelliklerin yaninda, Uyum Degeri tarafindan saglanan Simetrik Oyuncu Ozelligi (Player

Symmetry) ve Simetrik Blok Ozelligi (Block Symmetry) literatiire kazandiriimistir.

Koalisyon yapisi olan bir devredilebilir fayda oyununda, ayni blogun Uyesi iki oyuncunun
simetrik olmasi icin kendi bloklarindan oyunculara ayni marjinal katkilari yapmalari
gerekmektedir. Soyle ki; koalisyon yapisi olan bir devredilebilir fayda oyununda, (N,v,P) €
G,C, herhangi bir P, € P ve i,j € P, i¢in i ve j oyuncularinin simetrik oyuncular olmasi
v(SU{i}) =v(SU{}), VS c P, \ {ij} esitliginin saglanmasi demektir. Bir ¢6zim kavraminin,
&:GH — R™, Simetrik Oyuncu Ozelligi'ni sagdliyor olmasi igin, simetrik oyunculara dagitimda

esit kazang vermesi gerekmektedir.

Uyum Degeri’nin Simetrik Oyuncu Ozelligi’'ni Sagladiginin ispati:

Herhangi bir (N,v,P) € Gf alim. Herhangi bir P, € P igin i,j € P, oyuncularl simetrik
oyuncular olsun. 0;(N,v, P) = 0;(N, v, P) oldugunu géstermemiz gerekmektedir. Bunun igin
herhangi bir permutasyon r € Il alalim ve genelligi kaybetmeden n(j) < (i) olsun. i € N
oyuncusundan o6nce gelen oyuncularin kimesi S={'eN:n(i'’) <n(i))} ve jEN
oyuncusundan énce gelen oyuncularin kimesi Q = {i’ € N:n(i") < n(j)} olsun. Iki olasi
durum vardir.

DURUM 1: (i) = n(i"), Vi’ € P,

QNnP,=R ve (S\{}) NP, =T olsun. Bu durumda mI(N,v§) = v(P|f uP,)—v(P|}) -
v(TU{j}) ve mI(N, vE) =v(RU{j}) —v(R) olur. € Iy permitasyonu igin, '(i) = n(j),
n'(j)=n@) ve n'()=nl),vlie{N\{ij}} olacak sekilde bir =’ €Iy permitasyon
yazabiliriz. Bu 7' € I1 permitasyonunda mf' (N,v§) = v(P[§ U P,) —v(P[§) —v(T U {i}) ve

m"” (N,v§) = v(R U {i}) —v(R) olur. i ve j oyuncularinin simetrik oyuncular olmasi, v(T U
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{i}) =v(T u{j} ve v(RU{i}) = v(R U {j}) demektir. Dolayisiyla, m{'(N,v$) = m{'(N,v5) ve
mf' (N,vg) = mf(N,vg) olur.

DURUM 2: 3i’ € P, dyle ki z(i") = (i)

QNnP,=Rve (S\{}) NP, =T olsun. Bu durumda m¥(N,vE) = v(T U {i,j}) — v(T U {j}) ve
mj'(N, vE) =v(R U {j}) — v(R) olur. m € Iy permitasyonu igin, ' (i) = n(j), n'(j) = n(i) ve
n'()) = (), vl € {N\ {i,j}} olacak sekilde bir =’ € [1y permitasyon yazabiliriz. Bu ' € Il
permitasyonunda m[ (N,v$) = v(T U {i,j}) —v(T U {i}) ve m{ (N,v§) =v(RU{i}) — v(R)
olur. i ve j simetrik oyuncular olmasi, v(TU{i}) =v(TU{j}) ve v(RU{i}) =v(RU{})
demektir. Dolayisiyla, m' (N, v) = m{ (N, v§) ve mf¥' (N, v§) = mf (N, v5) olur. Uyum Degeri
batin permutasyonlar karsilik gelen marjinal katki vektoérlerinin ortalamasina esit olmasi

sebebiyle, bu iki olasi durum 0;(N, v, P) = 0 esitliginin saglandigini géstermektedir.

Simetrik Blok Ozelligine gore, iki farkl blok simetrik bloklar ise bu bloklarin Gyeleri
dagitimdan esit pay almalidirlar. iki blogun simetrik olmasi igin ise bu bloklarin tim alt
kimelerinin degerleri sifira esit olmali ve her bir blogun diger blogun bulunmadigi
koalisyonlara marjinal katkisinin sifir olmasi gerekmektedir. Yani; bir (N,v,P) € G} igin
Py, B, € P simetrik bloklardir eger v(S) =0, VS € Py; v(Q) =0, VQ S B,,; v(SUP,) = v(S),
vS 2P, ve v(QUP,) =v(Q), YQ 2 P, . Bir ¢dzim kavraminin, &:G5 — R™, Simetrik Blok
Ozelligini sagliyor olmasi igin, simetrik bloklarin tim oyuncularina dagitimda esit kazang

vermesi gerekmektedir.

Uyum Degeri’nin Simetrik Blok Ozelligi’ni Sagladiginin ispati:

Herhangi bir (N,v,P) € GL alim ve Py, B, € P simetrik bloklar olsun. Herhangi i€ P, ve
Jj € P igin 0;(N,v, P) = 0;(N, v, P) esitliginin saglandigini gostermemiz gerekmektedir. Bunun
icin herhangi bir permitasyon m € Iy alalim ve genelligi kaybetmeden n(j) < (i) olsun. Py
Py, simetrik bloklar olmasi sebebiyle n(j) < m(i) esitsizligi mj'(N, v5) = 0 demektir. Aldigimiz
m € IIy, permitasyonunda, i € N oyuncusundan énce gelen oyuncularin kimesi S ={i' €
N:n(i") <m(i)} olsun. SU{i}2P, veya SU{i}2B, ise mF(N,vf)=0 olur. Yani
ml(N,vp) = ml'(N,vp) esitligi saglanir. Dolayisiyla P, € Su{i} ve B, SSU{i} oldugu
durumu ele alalim. Bu durumda P, ve P, simetrik bloklar olmasi m]’-T(N,vg) = 0 olmasini
gerektirir. Q =P|$\{P,UP,} olsun. Bu durumda, v(R) =0, VR S P, oldudu igin
mI"(N,vE) =v(Q U B, UP,) —v(Q U B,) esitligi saglanir. Ayrica P, ve P, simetrik bloklar
olmasi v(Q U B,,) = v(Q) anlamina gelir ki bu durumda m(N,v}) = v(Q U B, U P,) — v(Q)

esitligi saglanir. m € Iy permitasyonu igin, 7' (i) = n(j), n'(j) = (i) ve n'(l) =n(l),VI €
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{N\ {i,j}} olacak sekilde bir ' € I, permuUtasyon yazabiliriz. P, P, simetrik bloklar olmasi
sebebiyle, 7’ € Il permiitasyonu igin m{'(N,v§) = 0 = mT(N,v§) olur. Ayrica m[™' (N, vf) =
v(Q U P, U B,) —v(Q U Py) esitligi saglanir. v(Q U P,) = v(Q) olmasi sebebiyle m]’-”(N, vh) =
v(Q U P, UP,) —v(Q) = mIF(N,vf) olur. Uyum Degeri butiin permitasyonlara karsilik gelen
marjinal katki vektorlerinin ortalamasina esit olmasi sebebiyle, bu iki olasi durum

0;(N,v, P) = 0;(N, v, P) esitliginin saglandigi anlamina gelmektedir.

Uyum Degeri’nin, Etkinlik, Dogrusallik ve Etkisiz Oyuncu, Simetrik Oyuncu ve Simetrik Blok
Ozelliklerini sagladigi gosterildi. Butin bu 6zellikleri saglayan yegane ¢6zim kavraminin
Uyum Degeri oldugunun ispati yapilirken, herhangi bir devredilebilir fayda oyununun Oybirligi
Oyunlar’nin  (Unanimity Games) dogrusal bir kombinasyonu olarak vyazilabilecegi
gergeginden faydalanilmistir. Herhangi bir oyuncu kiimesi N ve S € 2V igin Oybirligi Oyunu,

(N,us) € Gy, sOyle tanimlanmigtir:

us(Q) =1 egerQ 28
us(Q) =0 egerQ 28

Koalisyon yapisi olan bir devredilebilir fayda oyununun, Oybirligi Oyunlar’nin bir dogrusal
kombinasyonu olarak vyazilabilmesinin ne anlama geldigi asagidaki basit o6rnekte

acgiklanmistir.

Ornek:

Bir tane koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunu (N,v,P)) € Gf; alalim. N = {1,2,3}
olsun. Karakteristik fonksiyon ise v: 2V — R ise asa@idaki gibi olsun.

v({1}) =2

v({2) =0

v({3}) =3

v({1,2}) =2

v({1,3}) =5

v({2,3}) =4

v({1,23}) =6

Yukaridaki koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunu ugy , ugy ve ugp 3y Oybirligi
Oyunlar’'nin bir dogrusal kombinasyonu olarak yazilabilir. $oéyle ki, v(Q) = 2.u;;(Q) +
3.u3(Q) + up3(Q) vQ € 2N veya (N, v, P) = 2.(N,ugy, P) + 3.(N,ug), P) + (N, ug3y, P).
Bunu gormek igin

Q = {1} alalim. ug;3({1}) = 1, ugzy({1}) = 0 ve ug, 33({1}) = 0 olmasindan dolay!
v({1}) =2 = 2.u{1}({1}) + 3.u{3}({1}) + 1.U{2,3}({1}) =2.1+3.0+1.0.

Q = {2} alalm. ug3({2}) = 0, ug({2}) = 0 ve ug,3({2}) = 0 olmasindan dolay! v({2}) = 0 =
2.uy({2) + 3w ((2) + Lougpg(23) = 2.0 +3.0 + 1.0.

20



Q = {3} alalim. u;3({3}) = 0, u({3}) = 1 ve ug, 53({3}) = 0 olmasindan dolay v({3}) = 3 =
2.u{1}({3}) + 3.u{3}({3}) + 1.u{2,3}({3}) =2.0+3.1+1.0.

Q ={12} alam. u({1,2}) =1, uz({1,2) =0 ve up3({1,2}) =0 olmasindan dolayi
v({1,2}) = 2 = 2.uy({1,2) + 3w ({12 + Lups({1,2) =2.143.04 1.0

Q ={1,3} alalim. wup;({1,3}) =1, uz({1,3}) =1 ve up3({1,3}) =0 olmasindan dolay!
v({1,3)) = 5 = 2.u;({1,3D) + 3. um{13) + Lupy{13) =21+31+1.0

Q ={2,3} alalim. u;;({2,3}) =0, uE({2,3}) =1 ve up3({2,3}) =1 olmasindan dolayi
v({2,3]) =4 = 2.u3({2,3) + 3. u5,({23) + Lups (23D =20+31+11

Son olarak Q ={1,2,3} alahm. u;3({1,2,3}) =1, uE({1,23}) =1 ve up5({1,23) =1
olmasindan dolayr v({2,3}) = 6 = 2.u;({2,3}) + 3.u3({2,3) + Lup({23) =2.1+3.1 +
1.1

Uyum Degeri’'nin aksiyomatik karakterizasyonu igin, karakteristik fonksiyonu Oybirligi Oyunu
olan koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyununda, Uyum Degerinin kazan¢ dagitiminin
nasil olacagini gérmemiz gerekmektedir. Asagidaki iki ayri sonug¢, Uyum Dedgeri'nin s6z

konusu dagitimlarin nasil yaptigini géstermektedir.

Herhangi bir (N,ug, P) € G% igin |P|g| = 1 ise 0;(N, ug, P) = ﬁ Vie Sve 0;(N,ugz, P) =0,

Vi € N\ S oldugunun ispati:

Herhangi bir (N, ug, P) € G, alahm. Bir P, € P igin S € P, olsun. Bu oyunda her biri € N\ S
oyuncusu etkisiz oyuncudur. Uyum Degeri'nin Etkisiz Oyuncu Ozelligi’ni saglamasi
sebebiyle, 0;(N,ug, P) = 0Vi € N\ S olur. Ayrica i,j € S ise i ve j oyunculari simetrik
oyunculardir. Uyum Degeri’nin Simetrik Oyuncu ve Etkinlik 6zelliklerini saglamasi sebebiyle,

bu durum 0;(N, us, P) = I;_I Vi € S olmasi anlamina gelir.

Herhangi bir (N, us, P) € G% igin |P|g| > 1 ise 0;(N,ug, P) = l%

Vi € P|g ve
0,(N,u5,P) = 0, Vi € N\ P|g oldugunun ispati:

Herhangi bir (N, ug, P) € Gf; alalim ve |P|g| > 1 olsun. Bu durumda, herhangi bir oyuncu igin
i € N\ P|s ise i oyuncusu etkisiz oyuncudur. Uyum Degeri’nin Etkisiz Oyuncu Ozelligi'ni
saglamasi sebebiyle 0;(N,us, P) = 0, Vi € N \ P|s olur. Ayrica iki farkli blok igin Py, P,, € P|s
ise P, ve P, bloklari simetrik bloklardir. Uyum Degeri'nin Simetrik Blok Ozelligi ve Etkinlik

Ozelligi'ni saglamasi sebebiyle, bu durum 0;(N, u$, P) = IFL Vi € P|s anlamina gelir.

sl
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Uyum Degeri’nin Aksiyomatik Karakterizasyonu:

Uyum Degeri'nin Etkinlik, Dogrusallik, Etkisiz Oyuncu, Simetrik Oyuncu ve Simetrik Blok
Ozelliklerini sagladigi gosterilmisti. Simdi ise butin bu ézellikleri saglayan herhangi bir ¢b6zim
kavraminin yapacagi dagitim ile Uyum Degeri’'nin yapacagi dagitimin ayni alacagini
g6stermemiz gerekmektedir. Bunun igin herhangi bir ¢ozim kavrami &: G5 — R™ alalim ve bu
¢ozim kavrami butin bu 6zellikleri saghyor olsun. Herhangi bir de (N,v,P) € G alalim.
Herhangi bir koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunu, Oybirligi Oyunlar’nin bir
dogrusal kombinasyonu olarak yazilabildigi i¢cin (N,v,P) = YsenAs(N,us, P), As ER
olacaktir. &G - R" ¢6zimi dogrusallik ozelligini sagladigi icin
E(N,v,P) = Ygeon Ag E(N,ug, P) olur. Dolayisiyla é(N,ug, P) = O(N,ug, P), VS € 2V oldugunu
géstermek yeterli olacaktir. Bunun igin herhangi bir (N, ug, P) € Gf alalim. iki olasi durum
vardir.

DURUM 1: |P|| = 1

Bu durumda, her bir i € N \ S oyuncusu etkisiz oyuncu olacaktir. &; G — R™ ¢d6zimu Etkisiz
Oyuncu Ozelligi'ni saglamasi sebebiyle & (N,ug,P) =0, Vi € N\ S olur. Ayrica i,j € S ise i
ve j oyunculari simetrik oyunculardir. &G — R™ ¢b6zimi Simetrik Oyuncu Ozelligi'ni

saglamasi sebebiyle & (N,us, P) = &;(N,us, P),Vi,j € S olur. &Gy - R™ ¢oziiminin Etkinlik
Ozelligi'ni  saglamasi  &;(N,ug, P) = I?ll olmasini  gerektirir.  Dolayisiyla & (N,ug, P) =

0;(N, ug, P) gosterilmis olur.

DURUM 2: |P|g| > 1

Bu durumda, her bir i € N\ P|g oyuncusu etkisiz oyuncu olacaktir. & Gh — R™ ¢dziimii
Etkisiz Oyuncu Ozelligini saglamasi sebebiyle &;(N,ug,P) =0, Vi € N\ P|s olur. Ayrica
Py, Py, € P|s ise P, ve P, bloklari simetrik bloklar olacacaktir. &;Gf; » R™ ¢dzimi Simetrik
Blok Ozelligi'ni saglamasi sebebiyle & (N,us, P) = &;(N,ug, P), Vi, j € P|s olur. Sonug olarak

1

&:GH — R™ ¢dzimiinin Etkinlik Ozelligi'ni saglamasi &;(N,ug, P) = ]
S

olmasini gerektirir.

Dolayisiyla &;(N,ug, P) = 0;(N, ug, P) olur.

Sonug olarak, karakteristik fonksiyonu Oybirligi Oyunu olan herhangi bir kisitl isbirligi olan
devredilebilir fayda oyununda, (N,u_S,P) € Gf, Uyum Degeri ve &;GE — R™ ¢dzimi
oyunculara ayni kazanclari dagitmaktadir. Her bir kisith isbirligi olan devredilebilir fayda
oyununun, Oybirligi Oyunlar’nin bir dogrusal kombinasyonu olarak yazilabilmesi ve Uyum
Degeri’nin Dogrusallik Ozelligini saglamasi sebebiyle Uyum Degeri ile & G5 — R™ ¢6zimii

birebir 6rtiismektedir.

5. TARTISMA/SONUG
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Bu projede, koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyunu verildiginde, bir koalisyonun elde
edebilecegi degerin, boluntiye bagh olarak hesaplayan iki farkli sinirli oyunun (restrcited
game) tanimlanmis ve ¢6zUm kavramlari olarak bu sinirli oyunlarin Shapley Deger’leri
alinmistir. Literatire kazandirilan bu ¢6zim kavramlarina Dayanisma Degeri ve Uyum
Degeri isimleri verilmistir. Literatirde var olan ve projede 6nerilen ¢6zim kavramlarina en
yakin ¢6zim kavramlarinin Myerson Degeri (Myerson Value) ve Owen Degeri (Owen’s
Value) oldugu tespit edilmistir. Myerson Degeri, kisith isbirligi imkanlarinin oyuncu kiimesi
Uzerinde tanimli bir grafik (graph) ile temsil edildigi durumlar icin tanimlanmistir. Bununla
birlikte Myerson Degeri bulunurken her bir koalisyonun elde edebilecegi degerin, kisith
isbirligini temsil eden grafige bagh olarak yeniden hesaplanmasi, projede 6nerilen ¢dzim
kavramlarindaki yaklasim (her bir koalisyonun degerinin boélintiye bagl olarak yeniden
hesaplanmasi) ile 6rtismektedir. Owen Dederi ise, proje kapsaminda literatlire kazandirilan
¢6zim kavramlarina benzer sekilde, isbirligi kisitlarinin oyuncu kiimesi Uzerinde tanimli bir
bollntd ile temsil edildigi durumlar icin ortaya atildigi géraimustir. Bununla birlikte projede
Onerilen ¢b6zum kavramlari ile Myerson Degeri ve Owen Degerinin birbirlerinden tamamen
farkh sonuglar vermekte, butiin oyuncularin isbirligi ile Uretilen degeri bireysel oyunculara

farkli sekillerde dagitmaktadir.

Koalisyon yapisi olan devredilebilir fayda oyununda, kisitl isbirligi imkanlarini temsil eden
bolintinin her bir elemani tek bir oyuncu igeriyorsa, yani her bir blokta sadece tek bir
oyuncu var ise, Dayanisma Degeri ile Shapley Degeri ayni anlama gelmektedir. Yani
Dayanisma Degeri, Shapley Degerinin bir genellemesidir. Bununla birlikte kisith isbirligi
imkanlarini temsil eden boluntl tek pargali ise, yani butiin oyuncularin yer aldigi tek bir blok
mevcut ise, Shapley Degeri ve Dayanisma Degeri birbirinden farkli dagihmlar yapmaktadir.
Owen Degeri de kisith isbirligi imkanlarinin bir bélantu ile temsil edildigi devredilebilir fayda
oyunlari igin tanimlanmistir. Kisith isbirligi imkanlarini temsil eden boluntu tek parcgall ise
Owen Degeri ile Shapley Degeri ayni olmakla birlikte, Dayanisma Degeri, Owen ve Shapley

degerlerinden farkli olarak butiin oyunculara esit kazang dagitmaktadir.

Dayanigma Degeri'ne benzer sekilde, kisitl isbirligi imkanlarini temsil eden boéluntudeki her
bir blokta sadece bir oyuncu olmasi durumunda, Uyum Degeri ile Shapley Dederi’nin ayni
dagitimi yapmaktadir. Sonug olarak, her bir blogun sadece tek bir oyuncudan olustugu
durumlarda, Uyum Degeri, Dayanisma Degeri ve Shapley Degeri'nin ortistigl sonucuna
variimistir. Bununla birlikte, Dayanisma Dederi’nden farkl olarak, kisith igbirligi imkanlarini

temsil eden boluntide sadece bir blok var ise de Shapley Degeri ve Uyum Degeri'nin
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orthstigu tespit edilmistir. Bu tespitlerin 1siginda Uyum Degeri’nin de Shapley Degerinin bir

genellemesi oldugu anlasiimaktadir.
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