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OZET

Sosyal Aglarda Davranis Benzerlikleri Uzerine Teorik Bir Inceleme: On
Secilim ve Sosyallesme

Cengelci, Murat Ali
Doktora Tezi, iktisat Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Hiiseyin Kaya

Agustos 2024

Bu tez arkadaslik aglar1 ve risk paylasim aglariyla ilgilidir. Arkadashk aglarinda,
bireyler kararlar aldiklarinda veya davramslari sectiklerinde, arkadaslarmin
kararlarindan veya davranislarindan etkilenirler. Buna karsilik, bireyler
genellikle arkadaslarmi bu kararlardaki ve davranislardaki benzerliklere gore
secerler. Kandel (1978), bu iki etkinin arkadaslik aglarinda mevcut olduguna dair
ampirik kanitlar sunar ve bunlara sirasiyla sosyallesme ve on secilim olarak
adlandirir. 2. boliim, bireylerin arkadaslarini benzerlige gore sectiklerinde ortaya
cikan sosyal ag yapist ve bireylerin kararlarinin arkadaslarmmin kararlarindan
nasil etkilendigiyle ilgilenir. Bireylerin, hicbir arkadasi olmadiginda (sosyallesme
etkilerinden bagimsiz olduklarinda) eylemlerini veya davramislarimi belirleyen
farkli tiplere sahip oldugu varsayilir. ilk basta, tiim bireyler arkadaslarmi segerek
bir sosyal ag olustururlar. Daha sonra, eylem veya davranislarim1 hem kendi
tipleriyle hem de sosyal agdaki arkadaslarimmin eylemleriyle koordine ederek bir
eylem veya davranis secerler. Sosyal Ag oyununda, bireylerin eylemlerini sectigi
ve herhangi bir bireyin denge eyleminin kendi tipinin ve arkadaslarinin denge
eylemlerinin agirlikli ortalamasi oldugu tek Nash dengesi oldugu gosterilmistir.
Bireyler, sosyal ag oyununda tek Nash dengesi altinda koordinasyon
avantajlarin1 tahmin ederek arkadaslarini secerler. Belirli sosyal ag simiflarinin
ikili kararlh aglar olarak ortaya ¢iktig1 gosterilmistir. Ttim ikili kararli aglarda,
bireyler daha yiiksek koordinasyon avantajlar1 sagladigi igin tipler agisindan en
cok benzer olanlarla arkadastir.

Bolim 3, topluluklar arasindaki bireylerin baglantilar kurdugu ve elde ettikleri
geliri agdaki arkadaslariyla bir araya getirip paylasarak gelir riskini azalttig:
verimli ve ikili kararli aglarin yapisiyla ilgilenir. Boliim 3’te dinamik ag olusum
siireci de ele almr. iki toplulukta ayni sayida bireyin bulundugu ve baglantilari
sirdiirmenin maliyetli oldugu (topluluklar arasindaysa daha maliyetli)
varsayilir. Baglanti maliyetlerinin belirli degerleri icin verimli, ikili kararli ve
dinamik stire¢ sonucu olusan dinamik kararli olmak tizere iki tiir sosyal ag
oldugu gosterilir. Topluluklarin gelirleri arasinda tam negatif korelasyon
oldugunda bireyler tam sigortaya erisir ve korelasyon arttikca bireyler yalnizca
kismi sigortaya ulasabilir ve bos agin verimli, ikili kararli ve dinamik kararh
olma olasilig1 daha ytiiksektir. Son olarak, topluluklarin poptilasyonlarinin farkh



olmasma verdigimizde yiiksek niifuslu topluluklardaki ek bireyler tiim ikili
kararli aglarda sigortaya erisemezken, verimli aglarda tiim bireyler kismi
sigortaya ulastig1 gosterilir.

Anahtar Kelimeler: Sosyal aglar, sosyallesme, 6n secilim, risk paylasim aglar1



ABSTRACT

A Theoretical Investigation of Behavioral Similarities in Social Networks:
Selection and Socialization

Cengelci, Murat Ali
Ph. D. Thesis, Department of Economics
Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin Kaya
Agust 2024

This thesis concerns friendship networks and risk sharing networks. In
friendship networks, when individuals make decisions or choose behaviours,
they are affected by the decisions or behaviours of their friends. In turn,
individuals often choose their friend based on similarities in these decisions and
behaviours. Kandel (1978) provide empirical evidence that these aspects are
present in friendship networks and refers them as socialization and selection,
respectively. Chapter 2 concerns with structure of network that emerges when
agents choose their friends based on similarity and how agents’ decisions are
affected by decisions of their friends. Agents are assumed to have different types
that determine their actions or behaviours when they have no friends. At first, all
agents choose their friends which establish a network. Then, they choose an
action or behaviour by coordinating their action or behaviour both with their
type and actions of friends in the network. It is shown that there is a unique Nash
equilibrium in network game where agents choose their actions and that the
equilibrium action of any agent is weighted average of his own type and
equilibrium actions of his friends. Agents choose their friends by anticipating
their coordination benefits under unique Nash equilibrium in network game.
Certain class of networks is shown to emerges as pairwise stable networks. In all
pairwise stable networks, agents are friends with those who are most similar in
terms of types since it provides higher coordination benefits.

Chapter 3 concerns with structure of efficient and pairwise stable networks when
agents across communities establish links and mitigate income risk by pooling
and sharing their realized income with their friends in the network. A dynamic
network formation process is also considered in Chapter 3. It is assumed that
there are same number of agents are located in two communities and it is costly
to maintain links (more costly if it is between communities). It is shown that there
are two types of networks that are efficient, pairwise stable and dynamically
stable which is outcome of dynamic process, for certain values of costs of links.
Agents attain full insurance when there is perfect negative correlation between
incomes of different communities and as correlation increases, agents can only
attain partial insurance and empty network is more likely to be efficient, pairwise
stable and dynamically stable. Finally, populations of communities are allowed



to be different and it is shown that additional agents in high population
community have no insurance in all pairwise stable networks but there are
efficient networks in which all agents attain partial insurance.

Keywords: Social Networks, Selection, Socialization, Risk Sharing Networks
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1 Girig

Sosyal ag, bireyler, orgiitler veya hatta iilkeler gibi sosyal aktorler arasindaki
iligkilerin ve etkilegsimlerin tanimidir.  Sosyal aktorler arasindaki iligki ornekleri
arasinda akrabalik!, komsuluk, arkadashk, isveren-calisan iliskileri, profesyonel is
birligi, evlilikler ve etkilesim Ornekleri arasinda ig firsatlarinin iletilmesi, bilgi akisi,
finansal kuruluslar arasinda bor¢ alma ve verme, iilkeler arasindaki uluslararasi
ticaret bulunur. Liste uzatilabilse de, bircok sosyal agin ortak bir ozelligi, sosyal
aktorlerin hangi iligkiyi kuracaklari, siirdiirecekleri veya sonlandiracaklar: ve iligki igin
ne kadar gaba sarf etmek istedikleri konusunda karar yetkisine sahip olmalaridir.
Ornegin, aragtirmacilar arasmdaki ig birligini ele alalm; burada aragtirmaci, sinerjiler
nedeniyle bir aragtirma projesine katilma konusunda tegvike sahiptir ancak bu
aragtirmacinin dahil oldugu diger projelere ayirdigi zamani azaltir. Ayrica, ig birligi
agimin yapisl aragtirmacinin iiretkenligi veya genel aragtirma miktar: tizerinde etkilere
sahip olabilir.

Genel olarak, sosyal aglar iizerine yapilan caligmalarin ilgilendigi iki ana soru
vardir. Ilk soru, bireylerin iligki kurma veya sonlandirma kararlarini diger bireylerle
iligkilerine iligkin tercihlerine gore veya iligkilerin fayda ve maliyet analizine gore
aldiklarinda ortaya hangi sosyal ag yapilar1 ortaya cikar? Ikinci soru, belirli bir sosyal
agin yapisinin etkileriyle ilgilidir: Belirli bir sosyal ag yapisi bireylerin davraniglarini
ve kararlarimi nasil etkiler veya belirli bir sosyal ag yapisinin sosyal refah iizerindeki
etkileri nelerdir? Bu iki sorudan yalmizca biriyle ilgilenen onemli sayida galigma
vardir.  Ag Olusumu literatiirii, sosyal aglarin nasil olugtuguna ve bireylerin iligki
kurma ve sonlandirma konusunda kararlar verdiginde hangi yapida sosyal aglar
gormeyi bekledigimize odaklanir. Ag Oyunlar literatiirii ise belirli bir sosyal ag
yapisinin bireylerin kararlarini, eylemlerini ve sosyal refahi nasil etkiledigine
odaklanirken olugsmasmi bekledigimiz ag yapisi konusunda sessiz kalir. Ote yandan,
ag olusumunu ve ag oyunlarini birlestiren bazi ¢aligmalar da vardir; burada bireyler
hem iligkileri hem de eylemleri hakkinda kararlar alirlar ve bu kararlar birbirine
baghdir. Bu tezde, yukarida bahsettigimiz iligkiler ve eylemler hakkindaki kararlar
arasindaki kargilikli bagimhiliklara 11k tutmaya calistigimiz arkadaslik aglar1 ve risk
paylagim aglar1 olmak iizere iki farkli model inceliyoruz. Kisaca, arkadasglik aglari

modelinde, bir bireyin arkadaglari hakkindaki kararmin arkadaglariyla eylemlerinin

1Sosyal aktorler akrabalik iligkileri iizerinde karar yetkisine sahip olmayabilir.



2
koordinasyonuna bagh oldugu durumlarda ortaya ¢ikan ag yapisini inceliyoruz. Risk
paylagim aglari modelinde ise bireylerin bir iligkiyi kurmay1 veya sonlandirmayi
iligkinin maliyetine ve faydasina gore sectigi durumlarda ortaya ¢ikan sosyal aglarin
yapisi inceliyoruz. Iligkilerin faydasi, agda birbirine bagh bireyler arasmdaki gelir
paylagimi yoluyla gelir riskini azaltmak, iliskinin maliyeti ise iligkiyi kurmanin ve
sirdirmenin maliyetidir. Yukaridaki ikinci soruyla ilgili olarak, arkadashk aglarinda,
bireyin belirli bir eylem hakkindaki kararinin, agdaki arkadaslarinin eylemlerinden ve
sosyal agdaki pozisyonundan nasil etkilendigini inceliyoruz. Risk paylagim aglarinda
ise bireylerin ortaya cikan ag araciligiyla gelir riskini azaltarak elde edebilecekleri
sigorta seviyesini inceliyoruz.

2. bolimde arkadaglik aglarini inceliyoruz. Ampirik galigmalar bircok arkadaglik
aginda birbirleriyle baglantili olan bireylerin genellikle baglhh olmayanlara kiyasla
ozellik ve davraniglarda daha fazla benzerlik gosterdigini gostermektedir. Arkadaslik
aglarmda bu ozellik homofili olarak adlandirilir?. Kandel (1978) belirli bir agda ve
zamanda gozlemlenen homofili diizeyini acgiklamak igin iki siire¢ Onermistir: On
Secilim ve Sosyallesme. On Secilim, belirli 6zelliklerde veya kararlarda benzer olan
bireylerin birbirlerini kasith olarak arkadag olarak se¢mesini ifade eder. Ote yandan,
Sosyallesme, bireyler arkadas olduklarinda belirli ¢zelliklerde veya kararlarda benzer
olmasalar bile arkadaslarin birbirleri iizerindeki etkisi ile zamanla benzerlikleri
artmasini ifade eder. Bir bagka deyisle, 6n secilim stireci, bireylerin arkadaslarini
benzerliklere gore sectiklerinden dolay1 ag yapisinin homofili sergiledigini belirtir ve
on secilim siireci daha 6nce bahsettigimiz iki genel sorudan ilkiyle iligkilidir. Ancak
sosyallesme, ag yapisinin bireylerin ozellikleri tizerindeki etkisine odaklanir ve ikinci
soruyla iligkilidir. 2. béliimde Kandel (1978) tarafindan onerilen iki siirecin mevcut
oldugu bir arkadasghk aginda, ag olusumu ve ag oyunlari modellerini birlegtiren bir
model inceleyecegiz.

Bolum 2’deki arkadaslik aglar1 modelinde, bireyler once arkadasglarina karar
verirler ve sonra belirli bir davranig veya eylem secerler. Bireylerin farkli tiplere sahip
oldugu varsayilir; bunlar, hi¢ arkadaslar1 yokken bireylerin sectigi davraniglar veya
eylemlerdir.  Ancak arkadaglar1 varken, bireyler eylemlerini hem arkadasglarinin
eylemleriyle hem de kendi tipleriyle koordine ederek secerler. Bir bireyin eylemiyle
ilgili karar1 yalnizca arkadasglarinin eylemlerinden degil, ayn1 zamanda arkadaslarinin
arkadaglarinin =~ eylemlerinden, arkadaglarimin =~ arkadaslarimin = arkadaslarinin
eylemlerinden vb. etkilenir. Bir bireyin eylem secimindeki bu dolayli etkilere geri

bildirim etkileri denir. Herhangi bir agda, hicbir bireyin eylemini tek tarafli olarak

2Genig bir etiit icin bkz. McPherson, Smith-Lovin, ve Cook (2001).



3
degistirmeye tegvikinin olmadig1 tek bir Nash dengesi oldugunu ve denge eylemlerinin
geri bildirim etkilerini igerdigini gosteriyoruz. Nash dengesi ve buna bagh fayda
fonksiyonu, bireylerin farkli ag yapilarini karsilagtirmasina olanak tanir ve bu fayda
degeri bireylerin arkadaglik kararlarim stratejik olarak vermelerine olanak saglar. Iki
birey arasindaki bir iligki her iki birey i¢in de faydaliysa kurulur. Bir birey ise kendisi
icin faydaliysa mevcut bir iligkiyi tek tarafli olarak sonlandirabilir. Bir iligki kurmak,
iliskiye dahil olan iki bireyin rizasimi gerektirirken bir birey tek tarafli olarak bir
iligkiyi sonlandirabilir. Arkadashk iligkilerinin bu 6zelligi ikili kararli denge kavrami
tarafindan temsil edilir. Ikili kararh bir agda, iki bireyin yeni bir iliski kurmalari ve
herhangi bir bireyin bir iliskiyi sonlandirmasi bu bireylerin faydalarim arttirmaz. Ikili
kararli aglarin yapisinin, bireylerin kendilerine en ¢ok benzeyenlerle arkadag olmasi
seklinde oldugunu gosteriyoruz.

Boliim 3’te, bireylerin gelir belirsizligiyle karsi karsiya oldugu ve gergeklegen
gelirlerini sosyal agdaki arkadaslariyla bir araya getirip paylasarak gelir riskini
azalttiklar1 bir ortami ele aliyoruz. Ozellikle, farkh topluluklardan ayni sayida
bireylerin farkli gerceklegsen gelirlerle kargi karsiya oldugu iki topluluk veya koy
arasindaki risk paylagimini inceliyoruz. Bireyler arkadaslari iligkilerin maliyet ve
faydalarina gore sectiklerini varsayiyoruz. Risk paylasim agindaki bir arkadasin
faydasi, ag tizerinden gelir birlestirme ve paylagma sonrasinda gerceklesen gelirdeki
dalgalanmalarin azalmasi ve risk paylagim aglarindaki bir iliskinin maliyeti ise bu
iligkiyi kurmak ve siirdiirmek icin katlandiklari maliyettir. Farkli topluluklardan
bireyler arasindaki baglantilarin maliyetinin aym topluluk icindeki baglantilardan
daha yiiksek oldugu varsayiyoruz.

Oncelikle, toplumsal refaln maksimize eden verimli aglan ele ahyoruz. Baglant:
maliyetlerine bagli olarak verimli ag olarak ortaya cikan ftg¢ tir ag oldugunu
gosteriyoruz. Daha sonra, ikili kararlh aglari ele aliyoruz. Ug tir verimli agin, farkh
baglant1 maliyeti araliklar1 i¢in de ikili kararli oldugunu ve ayrica verimli aglardan
farkl ikili kararh aglarm da oldugunu gosteriyoruz. Ikili kararh aglar, yeni iligkilerin
kurulmayacagi ve mevcut iligkilerin sonlandirilmayacagi anlaminda kararl olsa da, bir
toplumun siirekli olarak yeni iligkiler kurdugu veya mevcut iligkileri sonlandirdig:
dinamik bir siire¢ sonunda ikili kararli bir aga ulagip ulagmadigi sorusu sorulabilir.
Bu nedenle, hicbir iligskinin olmadig1 bog bir agdan baslayan dinamik bir ag olusturma
siirecini de ele aliyoruz. Bireyler, siire¢ ikili kararli bir aga ulasana kadar siirekli
olarak yeni iligkiler kurar veya var olan iligkilerini sonlandirir. Bu aglar1 dinamik
kararli aglar olarak adlandiriyoruz. Genel olarak dinamik kararli aglar kiimesi ikili

kararl aglar kiimesinin bir alt kiimesidir. Bizim modelimizde de ¢ tiir verimli agdan



yalnizca ikisinin dinamik kararli oldugunu gosterdik.

Risk paylagim aginda, bireylerin risk paylagimindan sonra gerceklesen gelirlerini
belirsizligi ortadan kaldirmasi olarak tamimlanan tam sigortaya ulasip
ulasamayacaklar1 6nemli bir sorudur.  Farkli topluluklar arasindaki gerceklesen
gelirlerin korelasyonu tamamen negatif oldugunda, bireyler bos ag hari¢ olmak {izere
verimli aglarda tam sigortaya ulasabilirler. Korelasyon arttikca, tam sigortaya
erismek miimkiin degilken bireyler kismi sigortaya erigebilirler. Ayni zamanda bog
agin verimli, ikili kararh ve dinamik kararl olma olasiligi daha yiiksektir. Son olarak,
farkli topluluklarda ayni niifus varsayimini, bir toplulukta digerine goére daha fazla
birey oldugunu varsayarak gevsettik ve tiim ikili kararlh aglarda, ek bireylerin risk
paylagim aglarinin diginda birakildigin1 ve gelir riskine karsit herhangi bir sigortaya
sahip olamayacaklarim1 gosterdik. Ancak, verimli aglarda, ek bireyler dahil olmak
iizere her iki topluluktan tiim bireyleri iceren verimli aglar miimkiindiir.

Tezin boliimleri su sekildedir: 2. Boliimde, on segilim, sosyallesme ve ikili kararh
aglar inceliyoruz. 3. Boliimde, toplumlar arasi risk paylagim aglarini inceliyoruz. 4.

Boliimde ise sonuglar1 6zetliyoruz.



2 On Secilim, Sosyallesme ve Kararli Aglar

Sosyal aglar araciligiyla birbirine bagli olan bireyler birbirlerinin kararlarini ve
davranislarini etkiler! ve buna karsihk bireysel ozellikler hangi bireylerle baglant:
kurmay1 sectigimizi belirler?. Basgka bir deyisle, bireysel ozellikler sosyal iligkilerin
temelini olusturur ve bu sosyal baglarin dogasi bu ozellikleri sosyal etki ve akran
etkileri yoluyla degistirir. Kandel (1978) homofili 6zelligi gosteren arkadaglik aglari

3. Homofili, birbirleriyle iliski kuran

icin bu karsilikhi etkiler hakkinda kanitlar sunar
bireylerin davraniglarinda ve kigisel ozelliklerinde gozlemlenen benzerlikleri ifade eder.
Kandel (1978)’e gore, belirli bir zamanda ve belirli bir agda goézlemlenen homofili
diizeyi iki siirecle agiklanabilir: Bazi davranig veya ozelliklerdeki benzerliklere dayali
olarak birey ciftlerinin bilincli bir sekilde arkadaghk kurmasma yol acan On Secilim
ve kendi davraniglari ile arkadaglarinin davraniglar: arasindaki uyumsuzlugu azaltmak
icin davramglarda ayarlamalara yol agan Sosyallesme. Kandel (1978) ergenlik
cagindaki genglerin arkadag secimlerini ve davramglarini (6rnegin esrar kullanma
sikligr veya sug faaliyetlerine katilim) arkadaglari arasindaki davramglardaki uyumu
en ust diizeye c¢ikarmak icin koordine ettiklerini ve herhangi bir uyumsuzluk
durumunda genclerin ya arkadaghigi bitirdigini ya da kendi davranigin1 arkadaginin
davranigina uyacak sekilde giincelledigini gostermektedir.

Bu boliimde, hem oOn secilim hem de sosyallesme oOzelliklerini sergileyen bir
arkadaglik agi modelini ele alacagiz. Sosyallesme etkilerini incelemek i¢in, bir sosyal
ag araciligiyla birbirine bagh sonlu sayida birey oldugunu varsayiyoruz. Bireylerin,
belirli bir davraniga egilim olarak yorumlanan tipleri vardir. Bireyler, daha sonra, her
bir sosyal ag ve arkadaslarinin eylemleri i¢in kendi tiplerinden farkli olabilecek bir
eylem secerler. Tiplere ve eylemlere ornek olarak ebeveynlerin egitim seviyesi ve bir

gencin egitim durumu, bir bireyin mahallesindeki veya aile tiyelerindeki sug seviyesi

1Sosyal aglarin yapilarmin etkiledigi karar ve davramslarma ornek olarak satin  alman
irtin tercihi icin bkz.  Dubey, Garg, ve Meyer (2012), Ogrenme igin bkz.  Golub ve Jackson
(2012a), Golub ve Jackson (2012b), Golub ve Jackson (2010), su¢ kapsaminda faaliyetler igin bkz.
Glaeser, Sacerdote, ve Scheinkman (1996), siyasi katilm igin bkz. Knocke (1990), egitim diizeyin
i¢in bkz. Cohen (1977), Patacchini, Rainone, ve Zenou (2011), Calvé-Armengol, Patacchini, ve Zenou
(2009) ve uyusturucu kullanimi igin bkz. McCabe vd. (2005).

2Ornegin, bireyler karsilikli yarara dayali bir iligkiyi kurmaya, siirdiirmeye ve sonlandirmaya karar
verirler veya bu karar cesitli aglardan (ticaret iligkileri, profesyonel igbirlikleri, siyasi ittifaklar gibi)
kaynaklana maliyet hesabina gore verirler. Bir diger ihtimal ise bireyler yalmzca iligkili olduklar:
kisilerle belirli 6zelliklerde benzerlikler ararlar.

3Bir terim olarak Lazarsfeld ve Merton (1954) tarafindan énerilen Homofili hakkindaki ampirik
kanitlara iligkin kapsamli bir inceleme igin bkz. McPherson vd. (2001).
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ve bireyin dahil oldugu sug faaliyetleri seviyesi verilebilir. Bir eylem secerken, bireyler
yalnizca kendi eylemleri ile arkadaglarinin eylemleri arasindaki farki degil ayni zaman
da kendi eylemleri ile tipleri arasindaki farki en aza indirmek isterler. Bir bireyin
faydasi, aymi fonksiyonel form kullanilarak oOlgiilen ve yukarida bahsedilen farklar
olmadiginda 1 degerine mnormalize edilen koordinasyon faydalarimin agirlikh
toplamidir.  Koordinasyon faydalari, yukarida belirtilen farklar arttikga ikinci
dereceden azalir ve tolerans orani adini verdigimiz bir parametre, koordinasyon
faydalarindaki azalmalarin biiyiikliigiinii belirler. Bir bagka deyisle, sosyal ag yapisi
bireylerin arasindaki stratejik etkilesimi belirler. Bu nedenle, Sosyal Ag Oyunlari®
sosyallesme sonucu ortaya cikan bu stratejik etkilesimleri incelemek icin dogal bir
yontem olarak ortaya c¢ikar. Bir sosyal ag oyununda, bir bireyin faydasi, olasi geri
bildirim etkileri nedeniyle arkadaslarinin eylemlerine ve genel ag yapisina baghdir. Bu
boliimde ele alacagimiz modelin sosyallesme kismiyla yakindan iligkili olan etkili bir
makale, bireylerin arkadaslarinin caba seviyeleri ile kendi caba seviyeleri arasinda
stratejik tamamlayicilik gosteren dogrusal ikinci dereceden fayda fonksiyonunun
oldugu varsayillan  Ballester, Calvé-Armengol, ve Zenou  (2006)°  makalesidir.
Eylemlerdeki stratejik tamamlayicilik harcanan cabalarin maliyeti ve faydasina
kiyasla kii¢iilk oldugunda tek bir Nash Dengesi oldugunu gosterirler. Ayrica, bir
bireyin Nash Dengesindeki eyleminin, altta yatan agdaki geri bildirim etkilerini
somutlagtiran Bonacich-Katz merkeziyet olciisiine orantii oldugunu gosterirler®.
Bireyler gozlemlenebilir ozellikler acisindan homojendir ancak bir dipnotta bireylerin
heterojen olmasi halinde sonuglarinin nasil degistigi hakkinda yorum yaparlar.
Ancak, bireyler arasindaki heterojenlik, fayda fonksiyonundaki bireylerin agdaki

konumlar1 geregi ortaya c¢ikan geri bildirim etkilerinden bagimsiz bireylerin harcanan

4Sosyal Ag Oyunlar literatiirde kapsamh bir sekilde incelenmistir. Ag Oyunlar1 hakkinda detayh
bir inceleme igin bkz. Jackson ve Zenou (2012). Stratejik etkilegimin dogasima bagh olarak eylemlerin
stratejik tamamlayici veya ikame oldugu iki siif ag oyunu vardir. Eylemlerin stratejik ikame oldugu
ag oyunlarma ornek olarak yerel kamu mali saglama igin (bkz. Bramoullé ve Kranton (2007a)) ve
maliyetli bilgi toplama ve paylagma verilebilir. Eylemlerin Stratejik tamamlayic1 oldugu ag oyunlarina
ornek olarak yeni teknolojilerin benimsenmesi (bkz. Morris (2000)), egitim kararlari ve sug iceren
faaliyetler verilebilir. Eylemlerin karma stratejik etkilegimli oldugu ag oyuna 6rnek olarak Ar-Ge ve
rekabeti analiz eden Goyal ve Moraga-Gonzalez (2001)’ye bakimz.

Bu makaledeki modele dayali cesitli makaleler var. Ornegin, Helsley ve Zenou
(2011) Nash Dengesinin verimli olmadigini gosterir. Calvé-Armengoi ve Zenou (2004) ve
Ballester, Zenou, ve Calvé-Armengol (2010), bir su¢ agindaki merkezi sugluyu segme konusunda bir
politika 6nerisi sunuyor, boylece o su¢lunun ortadan kaldirilmasi genel sug faaliyetini en ¢ok azaltilmasi
amaglaniyor. Modelin Egitim ile ilgili konulara uyarlandigi 6rnekler i¢in Calvé-Armengol vd. (2009)
ve Ballester, Calv6-Armengol, ve Zenou (2011)’ye, rekabet eden firmalar arasindaki Ar-Ge ortakliklar
i¢in Koenig, Liu, ve Zenou (2012)’e bakiniz.

SBonacich-Katz merkeziyet olciisiiniin detaylar: icin bu béliimdeki 2.1.2 kismina bakimiz.
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cabanin fayda ve maliyet degerlendirmesini etkileyen bir parametre cinsindendir”.
Ancak, bizim kurdugumuz modelde, bireyler arasindaki heterojenlik, bir bireyin tipi
ve eyleminin anlamh kargilagtirmalarina izin veren, bireylerin igsel ozellikleri olarak
modellenmistir. Ozellikle, bir bireyin eylemi, bir agin yoklugunda kendi tipine esittir
ve eylemi ancak sosyallesme nedeniyle tipinden farklilik gosterir. Modelimizde, Nash
Dengesindeki eylemler, Bonacich-Katz merkezilik ol¢tisiiniin agirlikli bir ortalamasidir
ve bireyin tipinden farkli bir eylem se¢gmek maliyetli oldugu stirece Nash Dengesi
tektir.

On Secilim, arkadashk aglarindaki bireylerin  arkadaslarim  davramslardaki
benzerliklere gore sectigini belirtir. Arkadashk iligkileri karsilikhidir, yani, bir baglanti
olusturmak baglantida yer alan her iki bireyin de onaymi gerektirir, ancak bir birey
digerinin onay1 olmadan arkadaghgimi sonlandirabilir.  Ikili kararhlik, arkadasghk
iligkilerindeki bu karsilikliligr yansitir. Hicbir bireyin var olan bir iligkiyi
sonlandirmak istemedigi ve her hangi iki bireyin yeni bir baglanti olusturmak
istemedigi sosyal aglar ikili kararli aglar olarak adlandirilir. Sosyal ag oyununun Nash
Dengesi tek oldugundan, bir sosyal agin faydasini, o ag oyununun denge eylemleri
altinda bireyin faydasina esit oldugunu varsayiyoruz. Bu, bireylerin farkli aglar
altindaki faydalar1 karsilagtirarak bir baglantiy1 sonlandirmaya veya yeni bir baglanti
eklemeye karar vermesini saglar. Stratejik ag olugturma modelleri genellikle bir
bireyin bir agdan elde ettigi faydayi, bu faydalarin nereden tiiretildigi konusunda bir
actklama yapmadan kurulan modellerin digindan baz1 varsayimlarla kurgular®.
Ancak, bizim modelimizde, bir bireyin her hangi bir agdan elde ettigi fayda, o agda
bireyin eylemlerini koordine ettigi ag oyunundaki faydaya esit oldugu varsayilmigtir.
Tolerans orani yeterince kii¢iik oldugunda bog agin ikili kararli oldugunu gosteriyoruz.
Tolerans oraninin diger degerleri icin, ag yapisinin bir bireyin eylemi tlizerindeki geri
bildirim etkileri nedeniyle ikili kararli aglar bulmak oldukg¢a karmasgik hale gelir.
Ancak, iki smif agin ikili kararli oldugunu gosteriyoruz. Birinci sinmif aglara, diyadik

aglar diyoruz, tipleri birbirine en yakin olan en fazla iki birey iceren bilegenlere

7"Ampirik calismalarda, bireyler arasi heterojenlik, bir bireyin arkadaslarmin 6zelliklerinin
ortalamasii icerir. Egitim aglar: iizerine bir ¢aligma igin Calvé-Armengol vd. (2009)’e ve sug aglar
i¢in Patacchini ve Zenou (2012)’ye bakimz.

8Ornegin, Bloch ve Jackson (2007), bireylerin arkadagliktan sabit bir fayda elde ettigini ve bunun
sosyal agdaki mesafeyle azaldigini ve bireylerin dogrudan arkadaslariyla bir iligski stirdiirmek igin
sabit bir maliyetine katlandigini varsayar. Ancak bu faydalar1 ve maliyetleri belirleyen temel bir
siireg veya mekanizma yoktur. Farkli maliyet ve fayda degerleri igin ikili kararh aglar gosterirler.
Jackson ve Wolinsky (1996), baglantilardan kaynaklanan negatif digsalliklar1 inceler. Farkli projelere
katilmay1 secen kisithh zamanlar: olan bireylerin kararlarini imceler. Bireyler bir projeye daha fazla
zaman harcadikca sinerji olusur. Sinerjiler, bireyler tarafindan ayrilan zamanlarla orantihidir. Bu,
negatif digsalliklara yol acar ve ikili kararli aglarin farkli biiyiikliikteki bilesenlerden olustugunu
gosterirler.
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sahiptir. Ikinci siuf ag, bir bilegende tipleri birbirine en yakin olan {i¢ birey icerebilir.
Sosyal aglarin her iki yonu de literatiirde ayr1 ayri incelenmistir. Sosyallesme
etkilerini calismak icin Ag Oyunlar1 ve On Secilim etkilerini calismak icin Stratejik
Ag Olusum modelleri her bir konu hakkinda kullanigh bir teorik zemin sunar.
Bununla birlikte, olast karsilikli bagimhiliklar veya iki siire¢ ayni anda etkin
oldugunda ne tir ag yapilarinin ortaya cikabilecegi konusunda sessiz kalirlar. Bu iki
literatiirii birlegtirilmis bir cergevede bir araya getirmek icin ¢ok az girigsim vardir.
Koenig, Tessone, ve Zenou (2011) her iki literatiirii birlegtiren ve bizim modelimize en
yakin olan ¢aligmadir. Bizim modelimizle esas fark ise bireyler arasindaki farkliliklar
ele alig bicimleridir. ~ Koenig vd. (2011) modellerini Ballester vd. (2006) iizerine
kurduklar1 i¢in bireyler arasi farklilklar sadece bireylerin sosyal agdaki
pozisyonlarindan kaynaklanir ve bireylerin onceden var olan kisisel 6zelliklerine dayal
bir farklilasmay1 degerlendirmezler. Bizim kurdugumuz modelde ise bireyler sosyal
agdan bagimsiz olarak birbirlerinden farklidir ve bunu bireylerin farkli tiplere sahip
oldugunu varsayarak yapiyoruz. Ayrica bu farkliliklar bireylerin hem sosyal ag
oyunundaki kararlarimi hem de ag olusumundaki kararlarimi etkiler. Koenig vd.
(2011) bog agdan baglayan dinamik bir ag olugum siirecini? ele alirken, biz arkadaghk
aglarinin karsilhikhilik o6zelligini yansitan ve statik bir denge kavrami olan ikili kararh
aglar ele aliyoruz.

2.1. kisimda, sosyal aglar ve Bonacich-Katz merkezilik ol¢lisiinii tanimhiyoruz. 2.2.
kisimda, sosyallesmeyi bir ag oyunu olarak modelliyoruz ve oyunun Nash Dengesini
2.1.2 kisimda tanimlanan genellestirilmis Bonacich-Katz merkezilik oOlgiistiniin bir
fonksiyonu oldugunu gosteriyoruz. 2.3 kisimda da, modelin gesgitli parametre degerleri

icin ikili kararh aglari gosteriyoruz. Tiim ispatlar ekte yer almaktadir.

2.1 Sosyal Aglar

Bu béliim boyunca bireylerin kiimesini gosteren N = {1,...,n} kiimesi i¢in n’in sabit
oldugunu varsayacagiz ve sosyal agi 0 ve 1 degerlerini alan n x n bir matris olan
g € {0,1}™*" ile gosterecegiz. Bir sosyal ag g ve ¢,j € N icin g;; = 1, i ve j arasinda
bir iligkinin oldugunu aym sekilde g;; = 0 ise bir iligkinin olmadigim temsil eder.
Daha once degindigimiz gibi arkadaslik iligkilerinin karsilikli onay ile kuruldugundan
dolay1 g matrisinin simetrik!? oldugunu varsayacagiz. G ile tiim simetrik sosyal aglari

temsil edecegiz.

93. boliimde dinamik ag olusumunu risk paylagim aglari iizerinde inceleyecegiz.

10Bu karsiiklik ayni zamanda iligkilerin yonsiiz oldugu olarak adlandirihir. Eger kisiler arasmdaki
iligkilerin bir yonii varsa bu tip aglara yonlii aglar denir ve ag1 temsil eden matris simetrik olmak
zorunda degildir. Ornek olarak bilgi akiglarimi temsil eden aglar ya da girdi-cikt1 aglar: verilebilir.
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Eger tiim 4,7 icin g;; = 0 ise bu sosyal aga bos ag denir. Bog bir agda bireyler
arasinda higbir iligki yoktur. Benzer sekilde tiim ¢ # j i¢in g;; = 1 ise bu sosyal aga
tam ag denir. Tam aglarda her hangi iki kisi arasinda bir iligki vardir. Eger bir ¢ bireyi
varsa Oyle ki tiim j # 7 icin g;; = 1 ise ve sosyal agda basgka hicbir iliski yoksa bu aga
yildiz ag denir ve i bireyi bu agin merkezindedir. Yildiz aglarda bir kisgi tiim iligkilerin
bir tarafidir.

Her ne kadar aglar1 bir matris ile temsil etsekte, notasyonda!! ufak bir hata yaparak,
1j € g ile g;; = 1'i aym anlamda kullanacagiz. Benzer bir sekilde g + ij ile g agina
17 iligkisi eklenmesi ile elde edilen sosyal agi ve g — ¢7 ile de g agindan 47 iligkisinin
cikarilmasi ile elde edilen sosyal agi kastedecegiz.

Ni(g) = {jeN:g;;=1} ile bir sosyal agdaki i bireyin komsularins yani
arkadaslarmi, d;(g) = #N;(g) ile de derece yani arkadag sayisii gosterir.
d(g) = (di(g), ..., dn(g)) derece vektorinii ve D(g) = diag(d(g)) ise kdsegenin derece
vektoriine esit oldugu ve diger tiim degerlerin sifir oldugu kdsegen derece matrisi
gosterir. Eger kastedilen sosyal ag g baglamdan anlasiliyor ise notasyonu
basitlestirmek amaciyla derece vektorii i¢in d ve kogegen derece matrisi icin D’i

kullanacagiz.

2.1.1 Patika, Bilesen ve Klik

Eger {io,...,ix} bireyler serisi i¢in ig = i ve ix = j olmak {izere tim k = 0,..., K — 1
icin giq,,, = 1 Ozelligi saglaniyorsa i ve j arasinda K uzunlugunda bir patika vardir.
Patika taniminda dikkat edilmesi gereken unsur iki birey arasindaki patikanin en kisa
patika olmasina gerek yoktur. Ayrica patika tanim dongiilere!? izin verir.

Eger ij € g ise ¢ ve j bireyleri dogrudan baghdiwr. Eger 17 € g ise fakat i ve j
arasinda bir patika varsa ¢ ve j bireyleri dolayli baglidir. Eger i ve j arasinda bir patika
yoksa o zaman bireyler baglh degildir. Bir sosyal agdaki her hangi iki birey arasinda
sonlu uzunlukta bir patika varsa bagli ag denir.

Bireyler kiimesinin bir alt kiimesi S C N ve bir ag g i¢in bu agin S alt kiimesine

siirlanmig haline alt ag g|s denir ve agagidaki gibi tanmimlanir.

"1Her ne kadar biz sosyal aglarin bir matris ile temsil edildigi yaklagimi benimsesekte matematik
disiplinin bir galigma konusu Grafik/Cizge Teorisinde kiimelere dayali bir tamim da vardir. Bir ag
bir (V(g), E(g)) ciftinden olugan bir grafiktir. V(g) agdaki kisileri (digimler) ve E(g) diigiimler ile
iligkili kenarlar gosterir. E(g) C {K C N :|K| = 2} sirali olmayan tiim c¢iftleri iceren kiimenin bir
alt kiimesidir.

12Patika tanimmindaki bireyler serisi {i1,...,ix} icin her bir elemanmm farkh olmasi sarti
aranmamaktadir. Dolayisiyla dongiiler miimkiindiir.
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1 egeri,jeS,g;=1
[g‘S]ij =
0 aksi turlu

Alt ag g|s igin g'nin alt asal matrisi de denir.
Bir ag g icin bireyler kiimesinin bir alt kiimesi S C N eger asagidaki sartlar

sagliyorsa bilesen olarak adlandirilir.
i. her i,j € S(g) arasinda sonlu bir patika vardir,
ii. her i € S(g) ve j ¢ S(g) arasinda bir patika yoktur.

Bilesen bir sosyal agdaki birbirleri ile baglantili bireylerin en biiyiik kiimeleridir.
Dolayisiyla ayni bilesende bulunan bireyler birleri ile dogrudan ya da dolayli bagh
iken diger bireylerle ise bagl degillerdir. S;(g), 7 bireyin bagh oldugu bilegini gosterir.
S(g) ise g agidaki tiim bilegenlerin kiimesidir. Ornegin Sekil 1’deki ag icin
bilegenlerin kiimesi S(g) = {1,2,3},{4,5,6,7,8}, {9} dir.

{Py, ..., Px} kiimeleri bireyler kiimesinin birer alt kiimesi ise ve agagidaki ii¢ kosulu

sagliyorsa N kiimesinin bir parcalanmsidir.
i. her k € {1,..., K} i¢in P, # ()
ii. U;P, =N
iii. her i # j i¢in PN P; = ()

Bireyler kiimesi N'nin alt kiimelerinden olugan {Q, ..., @k} kiimesine eger agagidaki

sartlar1 saghyorsa N kiimesinin ¢oklu kimesi denir.
i. her k € {1,..., K} i¢in Q # 0

Coklu kiime tanimi parcalanmadan farkl olarak elemanlarin kesigsmelerinin bog kiime
olma sartim gerektirmez.

Bir sosyal ag g icin eger bir @) alt kiimesi varsa Oyle ki g|o alt ag1 tam ag ise
bu kiimeye klik denir. Bir klik bagka bir klikin alt kiimesi degilse bu kiimeye mazx-
klik denir. Sekil 1'deki agda {4,5,6} bir klik iken max-klik degildir zira {4,5,6,7}
kiimesinin bir alt kiimesidir.

Bir sosyal ag igin her elemanin klik oldugu bir ¢oklu kiimeye, {Q1, ..., Qk}, klik

orgust denir. Her sosyal ag i¢in bir klik orgiisii vardir ve tek olmak zorunda degildir.
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Bir sosyal ag g icin her elemanin max-klik oldugu bir c¢oklu kiimeye,
Clg) = {Q1,...,Qx}, maz-klik rgisi denir. Her sosyal ag i¢in max-klik orgiisii
vardir ve tektir. Sekil 1’deki sosyal ag igin max-klik orgiisi su seklidedir:

Cl(g) = {{1,2},{2,3},{4,5,6,7},{7,8}, {9} }.

Sekil 1
Bilesen ve Max-klik

Bilegen ve max-klik arasindaki fark sudur: Bir bilegen i¢in tanimh alt ag birbiriyle
baglantili herhangi bir ag olabilirken max-klik i¢in tamimlh alt ag tam ag olmalidir.
Dolayisiyla ayni bilesende bulunan bireyler birbirleri ile dogrudan ya da dolayli bir
sekilde iligki icerisindeyken ayni max-klikteki bireyler birbirleriyle dogrudan iligki
icerisindedirler. Ornegin Sekil 1’de {1,2, 3} bir bilegen iken max-klik degildir.

Eger her i < j ve ij € g icin tim ¢ < k < j icin ik € g ve kj € g ise bu sosyal
ag aralik agr olarak adlandiriir. Aralik agi tanimi bireylerin bir sira igerisinde ifade
edilebildigini varsayar. Bir aralik aginda eger bir birey bagl oldugu bagka bir bireyle
aralarinda olan her kisiyle de baghdir. Sekil 1’deki ag bir aralik agidir. Bir aralik agi
igin her bir ¢ bireyine bir [; aralig atayabiliriz 6yle ki her ij € g igin I; N I; # 0 olur.

2.1.2 Bonacich-Katz Merkeziyet élgiisii

Bu kisimda Bonacich-Katz Merkeziyet ol¢iisiinii tanimlayacagiz. Tanima ge¢meden
once merkeziyet olciisii ile ne kastedildigine ve onerilen gesitli 6l¢ti yontemleri tizerine
bir 6zet vermek isteriz. Sosyal aglar literatiirtinde bir bireyin agdaki konumundan
kaynaklanan oOnemi, etkisi, popiilaritesi veya merkeziyetini olgmek igin oOnerilmis
gesitli tanimlar vardir. Tabi ki onem veya merkeziyetten ne kastedildigi sosyal agin
hangi tir iligkileri tanimladigi ile yakin alakalidir. Ornegin sosyal medya
uygulamalarinda kisiler takip¢i sayilarima gore oOnem kazanmakta ve cok fazla
takipgisi olan kigiler sosyal medya fenomeni olarak adlandirilmaktadir.
Akademisyenlerin yaptig1 aragtirmalarda verdikleri referanslar iizerinden en etkili
caligmanin belirlemesi bir bagka 6rnek olarak verilebir. Sosyal aglar diginda bir 6rnek
olarak bir epidemi esnasinda bir salgin hastaligi bulastiran bireyleri gosteren bir ag
iizerinde en fazla sayida kisiye hastaligi bulastiran kigilere siiper bulastirici denir. Her

birinde 6nem ve merkeziyet kavramlar1 farklhilagtigindan cesitli sayida tanim
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onerilmistir oyle ki Onerilen bir tanima goére en 6nemli kigi bir baska tanima gore
oldukga 6nemsiz olabilir. Her baglam igin eksiksiz ¢aligan bir 6nem/merkeziyet tanimi
bulmak bu ytizden oldukga zordur.

Merkeziyet Olgiisti icin ilk akla gelen 6rnek derece merkeziyetidir. Kisaca bir bireyin
derece merkeziyeti derece vektoriine egittir. Bu tanim bireylerin sadece arkadas sayilar:
ile ilgilendiginden bireyin agdaki yerel konumu ile ilgilidir. Bu tanim bireyin ikinci
dereceden ulagabildigi kisileri veya sosyal ag tizerindeki patikalar1 dikkate almadigi icin
baz1 durumlarda kisith bir tanim olabilir. Onerilen bir baska 6lcii ise yakinlk merkeziyet

tanimidir. Bir bireyin yakinlik merkeziyeti diger tiim kisilere olan uzakligimin'® tersinin

. n—1
CO =2 =7

JEN

toplamidir:

Bu tanima gore en merkezdeki birey diger tiim bireylere en kisa adimda ulagabilen
yani diger tum bireylere bir anlamda en yakindaki kisidir. Deginecegimiz bir diger
merkeziyet olciisii de aradalik merkeziyet olgusudir. oy, ¢ ve j arasindaki en kisa
patikalarin sayisi iken o;;(k) bu patikalarin £ kisisi tizerinden gegenlerinin sayisini temsil

etmek tizere, aradalik merkeziyet olgiisii agsagidaki gibi tanimlanabilir.

Byi(g) = Z :@;»_@

- g

Aradalik merkeziyet 6lgiisii olasi tiim patikalarda en sik rastlanan bireylere daha yiiksek
degerler verir.

Yukarida bahsettigimiz merkeziyet Olgiilerinden derece sadece bireyin birinci
dereceden arkadaslarina bakarken diger olgiiler ise patikalar1 esas alarak olgiiler
tamimlar. Eger soz konusu ag bir gekilde bir akim iligkileri ile ilgili ise patika esash
tanimlar faydali olabilir. Bu tip aglara ornek olarak dedikodu seklinde bilginin
yayilldigi aglar, arkadasg tavsiyesine dayali reklam aglar1 ve alacak-verecek iligkilerini
gosteren aglar ornek olarak verilebilir.

Krackhardt (1990) tarafindan Onerilen Sekil 2’de gosterilen agda derece
merkeziyet Olciisiine gore en merkezi kisi 3 bireyi iken yakinlik merkeziyet oOlciisiine
gore 5 ve 6 bireyleri ve aradalik merkeziyet Olgiisiine gore ise 7 bireyi en merkezi
bireylerdir. Bu ornekte aslinda merkeziyet olgiilerinin ciddi farklhiliklar gosterdiklerini
ve sosyal agin baglamina gore de kullanilan merkeziyet oOlclisii tercihinin 6nemli
oldugunu gostermektedir.

Bonacich-Katz merkeziyet Olgiisiinii yukarida bahsedilen tiim olgiilerden ayiran

131ki kisi arasmdaki uzaklk d(i, 7), i ve j arasindaki en kisa patikanm adim sayidir.



13
Sekil 2
Krackhardt Ugurtma Age

temel oOzellik bir bireyin merkeziyetini kendisi ile iliskide olan bireylerinin cnemleri
cinsinden ifade etmesidir. Yani en énemli/merkezi kisi diger 6nemli/merkezi kisilerle
arkadastir olarak da oOzetleyebiliriz. Ag oyunu dengesinde karsimiza cikacak bu
Olciniin yukarida bahsedilen o6zelligini aciklayabilmek icin once Bonacich-Katz
merkeziyet Ol¢iisiinii formel tanimini vermeliyiz.

Bir sosyal agmn k’inci kuvvetini g¥ ile temsil edelim'*. Bir sosyal ag matrisi g

bireylerin direk iligkilerini gosterirken gF bireyler arasindaki k& uzunlugundaki
(K]
ij
arasindaki k uzunlugundaki patikalarin toplam sayis1 gosterir. Sekil 3’de gosterilen ag

patikalarin sayisin1 gosterir. Sosyal agin k’inci kuvvetinin ¢j koordinati g;.', ¢ ile j
icin 1 ve 2 bireyleri arasmdan 3 uzunlukta toplam 3 farkli patika!® vardir ve bu
patikalar {1,2,1,2},{1,2,3,2},{1,2,4,2}’dir. Bir bagka deyisle 1 bireyi 2 bireyine 3
farkli 3 adimlik yolla ulagabilir.

1 vektorii n uzunlugunda birler vektoriinii temsil etmek iizere, her k icin gkl
vektoriiniin ¢ koordinati ¢ bireyinden baglayan k uzunlugunda her hangi basgka bir
bireyde sonlanan tiim patikalarin toplam sayisini gosterir!®.

Artik Bonacich-Katz Merkeziyet Ol¢iisiiniin formel tanmmmni verebiliriz. Her hangi
bir A > 0 reel sayis1 ve g sosyal agi i¢in Bonacich-Katz Merkeziyet Clglisii agagida

tanimlanmig olan n uzunlugundaki vektordiir.

B(g,\) = i Mgkl (2.1)

1490 — T birim matrise esit oldugu kabul edilir.

15Patika tanimimin déngiilere izin verdigini yeniden hatirlatiriz.
16k = 0 iken g1 ifadesi birler vektoriine, k = 1 iken g1 derece vektoriine, gl = d(g), esittir.
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Sekil 3 )
Bonacich-Katz Merkeziyet Olgiisii
0100 1 011
1011 s | 0311
8= lo101 |8 71121
0110 111 2
0 3 11 24
3 2 4 4 4.2
3 _ 1)
€=11123|BlE)=]|34
1 4 3 2 3.6

Her bir ¢ bireyi i¢in Bonacich-Katz merkeziyet ol¢iisii B;(g,A) bu bireyden
baglayan her k uzunluktaki tiim patikalarin sayilarimi geometrik bir sekilde azalan \*
ile indirgeyerek bu indigenmis patikalarin toplamini verir. Eger A\ degeri yeterince

kiigiik ise 2.1 denklemindeki sonsuz toplam sonlu bir degere yaklasir.

B(g,\) = (I-Xg) "1 (2:2)

Sonlu bir degere esit olmasi i¢in A'nin st sinir1 sosyal ag g'nin en yiiksek 6zdegerinin
terisidir. (Bkz. Debreu ve Herstein (1953))
b; = B;(g, \) ifadesi ¢ bireyinin Bonacich-Katz merkeziyet 6lglisiinii gdstermek iizere

2.2 nolu denklem agagidaki gibi de ifade edilebilir.

JEN JEN:gij=1
Bir bagka ifade ile, ¢ bireyinin merkeziyet Olglisii arkadaglarinin merkeziyet
dlciilerinin agirlikh toplamidir. Ornegin Sekil 2’de Bonacich-Katz merkeziyet olciisiine
gore en merkezi kisi 3 bireyidir!”. Bu sadece 3 bireyinin en fazla sayida arkadas:
olmasi ile alakali degildir aym1 zamanda arkadasi oldugu tiim bireylerinde yiiksek
merkeziyet oOlciilerine sahip olmasi ile alakaldir.
Su ana kadar verilen tiim merkeziyet Olgiileri bireylerin sadece sosyal agdaki
pozisyonlarindan kaynaklanan merkeziyet ve oOnemlerini 6lger.  Yani bireylerin
isimlerinin ve sosyal ag disindaki ozelliklerinin hicbir énemi yoktur. Fakat bireylerin

sosyal agdaki konumlar1 diginda bireysel ve digsal onemlerinin oldugu durumlar

17Sekil 2'de gosterilen ag icin en yiiksek 6zdegerinin tersi yaklasik 0,23’dir. A = 0,2 degeri icin 3
bireyinin merkeziyet ol¢iisii 9, 37’dir. Tiim bireylerin merkeziyet olgiileri ise [7,06 7,06 5,88 9,37 5, 88
7,99 7,99 4,64 2,21 1,44) tiir.
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diigiiniilebilir'®. 2.1 nolu denklemde verilen Bonacich-Katz merkeziyet Oolciisii
taniminda bu tip digsal faktorleri dikkate almaz ve her bireyin 1 baz merkeziyet
degeri oldugunu kabul eder dolayisiyla yiiksek merkeziyet degeri bireyin sosyal ag
iligkileri igerisindeki konumundan kaynaklanir. 2.1 denklemindeki 1 birler vektoriinii
bahsettigimiz digsal 6nem ve merkeziyetleri temsil eden u vektorii ile degistirebiliriz'?.

Bu bizi asagidaki tanima ulagtirir.

Bu(g. ) =Y Mglu=(I-)g)'u (2.4)

k=0
Yukarida verdigimiz genellemeye ek olarak bireylerin birbirleri iizerindeki etkileri
gosteren sosyal ag matrisi yerine bu etkilerin siddetlerini temsil eden H matrisini
kullanabiliriz. Oyle ki tiim i, j ciftleri icin hij € (0,1) reel degerler alan ve bireylerin
birbirleri tizerindeki etkilerinin giddetini temsil eden bir matrisdir. 2.4 denklemindeki
sosyal ag matrisi yerine tanimladigimiz H matrisini kullanirsak asagidaki

Genellestirilmis Bonacich-Katz Merkeziyet Ol¢iisti tanimia erisiriz.

Bu(H,\) = i MHFu = (I-XH) 'u (2.5)
k=0

2.2 Sosyallesme: Ag Oyunu

Her i bireyi, 6; € [0, 1] tipi ile karakterize edilir ve § = (04, ..., 0,) tip vektoridiir. Bu
nedenle, bu kisim boyunca 74 bireyi” ve "tipi 8; olan birey” ifadelerini eg anlamli olarak
kullanacagiz. Bireyleri tipi, 6rnegin esrar kullanma sikligi, alkollii icecek kullanimi veya
egitim arzusu veya siyasi pozisyon gibi belirli bir davraniga egilimi veya yonelimi olarak
yorumlanabilir.

Bireyler sosyal ag igerisinde bir davramsa x; € [0,1] karar verir ki bu kiginin
tipinden farkl olarak gozlemlenen davramsidir. x = (1, ..., z,) davrams profili olarak
adlandirilir.

Bir sosyal ag g ve davramg profili x = (1, ..., x,) i¢in ¢ bireyinin fayda fonksiyonu

asagidaki gibidir.

wieg) = 1= (1= L= 0p) +u o (1- 2w-a)?)  26)

(2

18Bkz. Bonacich ve Lloyd (2001)
YKurdugumuz modelde bireylerin digsal farkhiliklarimi temsil eden bir tipleri oldugu icin bir sonraki
kisimda u vektorii yerine 6 tipler vektoriinii kullanacagiz.
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Bir bireyin faydasi iki boliimden olusur: Davraniginin kendi tipiyle koordinasyonu ve
davraniginin arkadaglarinin davraniglari ile koordinasyonu. Koordinasyon faydalarinin
her ikisi de 1’e gore normalize edilir. p € [0, 1], arkadasiyla koordinasyonun kendi
tipiyle koordinasyona gore agirligini belirleyen bir parametredir. Eylemi z; ile tipi
¢; arasmdaki fark ve davransi z; ile arkadaglarimin davranislar x; arasmndaki fark
arttikca, bireyin faydasi azalir ve 7; faydadaki bu azalmanin biiyiikliigiinii belirler. Bir
bireyin faydasi, kendi tipiyle koordinasyon faydasinin ve arkadaslariyla koordinasyon
faydasinin toplaminin agirliklandirilmig halidir.

Ag oyununu I'(g) = {N,{x;}ien,{ui}ien} olarak tammhyoruz; burada N
oyuncularm kiimesi, z; € [0, 1] oyuncunun stratejileri, x = (1, ...,x,) strateji profili
ve u;(X, g) bireylerin faydasi fonksiyonudur.

Sosyallesme, arkadaslarin kiginin davraniglar: tizerindeki etkisine odaklanir ve bu
etkilerin arkadaslarin davranilar1 arasinda benzerliklere yol actigini iddia eder. Bu
nedenle, akran etkisi altindaki bireyler, bireyler arasinda stratejik bir etkilegim
yaratan arkadaslarimin eylemlerine dayanarak eylemlerini secerler?. Bu nedenle,
simdi, bireylerin stratejik davranigmi yakalayan ag oyununun Nash Dengesi x*(g)’yi
ele alacagiz. Ancak, dikkatimizi Nash Dengesinin ayrintilarina cevirmeden oOnce, iki
u¢ durumu ele almaya deger buluyoruz.

Ik durum g = 1 oldugundadir. Bu durumda tiim bireylerin fayda fonksiyonu
ui(x,8) = >, gij (1 - %(:pz —xj)2) olur ve her z* € [0,1] i¢in 7 = z* olan Nash
Dengeleri kiimesi vardir. Tkinci durum g = 0 oldugundadir. Bu durumda ise bireylerin
fayda fonksiyonu wu;(x,g) = 1 — %(3:2 — 6;)* olur ve tiim bireyler i¢in Nash Denge
stratejisi tiplerine x} = 0; esittir. Bir ¢ bireyinin hi¢ arkadasi olmadiginda, yani faydas:
yukaridaki son durumla ayni oldugunda en uygun davranig kendi tipini se¢mektir. Bu
nedenle, bir bireyin koordine edecek bir arkadas: varsa ve arkadaslariyla koordinasyona
1 agirhig pozitifse davranisi tipinden farkhdir.

i € (0,1) igin tek bir Nash Dengesi vardir ve bu denge, agsagidaki teoremde ifade

edilen Genellestirilmis Bonacich-Katz Merkeziyet Olciisii ile orantilidir.

Teorem 1 Bir ag oyunu I'(g) herhangi bir g i¢in bir Nash Dengesine sahiptir. Dahas,

eger u < 1 ise, o zaman Nash Dengesi tektir.

x* = (1= p)Bu(h, p)

20Kandel (1978) sosyallesmenin esrar kullanim1 durumunda en giiclii oldugunu bulur ve uyusturucu
kullaniminin 6zellikle stratejik bir davranig oldugunu 6ne siirer. Sayfa 436’ya bakiniz.
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Nash Dengesi Genellestirilmis Bonacich-Katz Merkeziyet Olgiisii ile orantivdur

By (h,p) =) p'h'u=[T—ph] " u
t=0

Yukaridaki denklemlerede gecen h ve u asagidaki gibi tanimlanmastir.

1

hi =
Tl =t pdi(g)
1

1 — p+ pdi(g)

Gij

Uy

Teorem 1’in ilk kismi olan Nash Dengesinin varligi, Kakutani'nin Sabit Nokta
Teoremi'nin kosullarin1 dogrulayarak standart argtimanlar tekip ederek gosterilebilir.
Teoremin ikinci kismu ise, Ballester vd. (2006)'nin Teorem 1’inden dolay1 dogrudur.

Ayrica, Nash Denge eylemlerini geri bildirim etkilerini 6zetleyen Genellestirilmis
Bonacich-Katz Merkezilik Olciisiinden farkli alternatif bir ifade de saghyoruz. Nash
Dengesi asagidaki gibi yazilabilir:

x*(g) =M"'0

Burada M =1- (g — D), M -Matris’tir?! ve D kosegeni derece vektoriine esit olan
bir matristir.

N := M~! olsun. Dolayisiyla bireylerin davranislar:

z;(g) = Z nij0;
j inN

seklinde de yazilabilir. Hem M hem de N’nin her satirinin toplami 1’e egittir. Yani
Nash Dengesinin alternatif ifadesinde, herhangi bir ¢ bireyinin denge davranisi, tiim
bireylerin tiplerinin (kendisi de dahil olmak {izere) agihiklh ortalamasidir ve n;;, @
bireyinin denge davrams: x;(g) tizerindeki j bireyinin tipi 6,’in agirhigimi temsil eder.
Ayrica, bir ¢ bireyi, sosyal ag g’den bagimsiz olarak kendi tipine en yiiksek agirlig:
atar??, yani, tiim g icin tiim k € N icin ng; > ng.

Ag oyunundaki her bir bireyin diger bireylerin davranislarina en iyi cevabi, bireyin

kendi tipinin ve agdaki arkadaglarinin ortalama davraniglarinin agirlikli ortalamasi olan

21 Detaylar icin eklere bakimiz.
22Bkz. eklerdeki Teorem 22. Ayrica M simetrik oldugunda N de simetriktir.
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bir davranig se¢cmektir:

1 —
1) = T T T i > gt (27)
Bu, bireylerin arkadaglarinin davraniglarinin sosyallesme stireci boyunca bu bireyin
davranigi lizerindeki etkisini yansitir. Bireyin en uygun davramsi, kendi tipinin ve
arkadaglarinin davraniglarinin toplaminin agirlikli ortalamasini segmektir. Bir ¢ bireyi
kendi tipine 1—pu agirhik atar ve her arkadasina p agirhik atar ve atanan toplam agirliklar
1 — p + pd;i(g)’'ye ulagir. Bu da hem Teorem 1’deki h ve u tamimlarinda hemde 2.7
denklemindeki paydalardaki ifadeye esittir ve 1 — p+ pud;(g) bir normallegtirme faktori
olarak karsimiza cikar. Fayda fonksiyonunda arkadaslarla koordinasyon faydalarinin
agirhgr p arttikca, bireyin davranigi arkadaglarinin ortalama davranigina yaklagir.

Ayrica, herhangi bir agda, denge eylemlerinin toplami tiplerin toplamina esittir.

Onerme 2 1 < 1 olsun ve x*(g), ag oyunu I'(g) nin Nash Dengesi oldujunu

Zfﬁﬁ(g) = Z 0;

1EN 1EN

varsayalzm, o zaman

Yukaridaki onermenin dogrudan bir sonucu, denge davraniglari ile ortalama tip
0= % > icn Ui arasindaki fark 0’a esittir. Denge davramisi ortalama tipten daha yiiksek
olan tiim bireyler i¢in, denge davraniglari ortalama tipten daha diisiik olan bireyler

vardir. Yani, ortalama denge davranisi toplumdaki tiim aglarda ortalama tipe esittir.

Sonug 3 1 < 1 ve 2*(g) ag oyunu I'(g) 'nin Nash Dengesi oldugunu varsayalim, o

zaman

ieN
Sosyallegme 6ncesi toplumun belli bir davranigina egilimini temsil eden ortalama tip
sosyallesme sonrasi ortaya ¢ikan davraniglarin ortalamalarina esittir. Bir bagka ifade
ile sosyallesme birbiri ile iligki igerisinde bulunan bireylerin davraniglarini birbirine

yaklagtirirken toplumsal bir etkisi yoktur.

2.3 On Secilim: Ag Olusumu

Onceki kisimda, bireylerin belirli bir ag icin en uygun davramsmi ele aldik ve
arkadaslarin bir bireyin davranigi tzerindeki etkilerini gosterdik. Sosyallegme
nedeniyle, bireyler arkadaglar1 varsa ve sosyallesme etkisi altinda en uygun

davraniglar1 olarak tiplerinden farkli davramslar secerler. Aslinda, bireyler
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davraniglarini, davraniglar1 ile arkadaglarimin davraniglar1 arasindaki benzerlikleri
artirmak i¢in segerler ve bu da sosyallesme fikrini yansitir. Ancak, belirli davranisglar
iizerinde koordinasyon saglamak i¢in onlarla etkilesime gireceklerse arkadaglarinin
kim olmas1 gerektigine karar vermelerine izin verilmez. Bu boliimde, bireylerin
davraniglarda yeterince biiyiik bir fark oldugu icin iligkilerini sonlandirmaya karar
verebildikleri veya davraniglar arasinda yiliksek benzerliklerden dolay1 yeni iligkiler
kurmaya karar verebildikleri sosyal aglarin on secilim yoniini ele alacagiz. Bireyler,
Nash denge davraniglar1 altinda ag oyununda o bireyin faydasina esit olacak sekilde
ayarlanan olasi aglar tlizerine tamimlanacak bir fayda fonksiyonuna gére bir baglanti

ekleme veya sona erdirme kararlari alirlar:

Ui(g) = wi(x*(g), 8) (2.8)

Aglar tizerine tanimh fayda sosyallesme etkilerini de kapsar, yani bir birey bir iligkiyi
eklediginde veya sildiginde bireyin faydasi sadece ag yapisi artik farkli oldugu igin
degil, denge eylemleri de degistigi icin degisir.  Dolayisiyla bireyler iligkilerini
glincelleme karari verdiklerinde var olan durumdaki davraniglar iizerinden karar
vermemekte bunun Otesinde iligkilerini giincellediklerinde davraniglarin nasil
degisecegini (sosyallesme etkilerini de) Ongorerek karar verirler. Fayda fonksiyonu
U : G — R” bireyin tiim olas1 aglar1 siralamasina olanak tanir, boylece bir arkadaghga
baglamanin veya bitirmenin onlar i¢in yararh olup olmadigina karar verebilirler.
Arkadaghk iligkilerinin iki yonlii oldugunu varsayiyoruz:  Arkadaghk iligkisi
bireylerin her ikisinin de birbirlerinin arkadag olarak gormektedir.  Dolayisiyla
arkadaghk aglarinda, yeni bir arkadashik kurmak icin her iki bireyinde de onayi
gereklidir yani her iki birey de yeni arkadasliktan fayda elde etmelidir. Ancak bireyler
biri eger bu faydasimna ise tek bagina bir arkadaghgi tek tarafli olarak
sonlandirabilirler. Ikili kararlilik, arkadaglk aglarmin bu ézelligini yansitir. Bir sosyal

ag g icin eger
(i) tim iy € g icin, U;(g) > Ui(g —ij) ve U;(g) > U;(g —ij), ve
(i) tim ij & g, eger Us(g + ij) > Ui(g) ise U;(g +ij) < Uj;(g).

ise bu sosyal agin kili kararl oldugu soylenir.

Bir sosyal agin ikili kararli olmasi i¢in gereken kosgullar var olan hicbir iligkinin
sonlandirilmamasi1 ve yeni hicbir iliskinin eklenmemesi igin gerekli sartlardir.
Yukaridaki tanimdaki ilk kogul, ikili kararli bir agda var olan bir iligkiyi

sonlandirmanin bu iligkideki bireylerden en az birisinin faydasini azaltmasi gerektigini
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belirtir?®. Ikinci kosul yeni iligkilerin eklenmesiyle ilgilidir. Ikili kararh bir agda yeni
bir iligki eklemek bir bireyin faydasina ise, diger birey bu iligkinin eklenmesi ile daha
kotit durumda olmasi gerektirir ki bu iligki ikinci birey tarafindan onaylanmasin?%.
Basgka bir deyigle, ikili kararli bir agda, hicbir birey tek bagina bir baglantiy: silerek
kendi faydasini artiramaz ve hicbir iki birey de bir baglant1 ekleyerek faydalarim

kargilikli olarak artiramaz.

2.3.1 Ikili Kararl Aglarin Varlig:

Literatirde ikili kararli aglarin varlhigina iligkin bilinen sonuclar, modelimize
uygulanmadiklar1 i¢in bize yardimer olmuyor. Ikili kararh aglarin varh@ma iliskin ilk
sonuglardan birisi, herhangi bir fayda fonksiyonu U : G — R" i¢in (en az bir) ikili
kararli ag veya kapall bir dongii oldugunu gosteren Jackson ve Watts (2001)

tarafindan sunulmustur?.

Jackson ve Watts (2001) olasi tiim aglar {izerinde tanimh
w : G — R potansiyel fonksiyonu tanimlarlar 6yle ki w(g’) > w(g) ancak ve ancak g,
g’den bir iyilestirme ve g ile g’ yalmzca bir baglantida farklihk gosterir. Eger boyle
bir potansiyel fonksiyonu varsa kapali dongiiniin olmadigini dolayisiyla ikili kararh
aglarim  var oldugunun gosterirler. Bireylerin faydalarinin  toplami olan
w(g) = Y .Ui(g) fonksiyonunun potensiyol fonksiyon olarak kullanilabilecegini
onerirler. Ancak modelimizde, denge davraniglari tizerindeki geri bildirim etkileri
nedeniyle ag yapisinda degisiklikler oldugunda denge eylemlerinin nasil degistigini
takip etmek olduk¢a zordur. Agdaki bir degisiklik, ayni bilesene ait herhangi bir
bireyin denge davraniglarinda (dolayisiyla faydada) degisikliklere yol acar. Ayrica, i, j
bireyleri g + 47’yi g’ye tercih etse bile, bu diger bireylerin faydasinda bir azalmaya yol
acabilir, boylece g + ij, g'ye gore bir iyilegtirme olsa bile faydalarin toplami
azalabilir.  Jackson ve Watts (2001), ag olusumu modellerinin temel o&zellikleri
hakkinda ikili kararli aglarin varligin1 garanti eden herhangi bir varsayim sunmaz.
Hellmann (2009), aglarin fayda fonksiyonu belirli kogullar1 saglamasi halinde ikili

kararli aglarin varhgini gostermektedir. Fayda fonksiyonu kendi baglantilarinda

237ki bireyin arasimndaki bir iligkinin eklenmesi veya c¢ikarilmasi durumunda her iki bireyinde
faydalarim degistirmedigini durumda ikili kararli tanimi bu iligkinin ikili kararli agda bulunmasim
gerektirir. Bu anlamda, yukaridaki tanim, bir iligkinin bu baglantiya dahil olan bireyler iizerinde
higbir etkisi olmadiginda daha biiyiik aglar: tercih eder.

2Bir ag yalmzca yukaridaki tanimdaki (i) kogulunu karsiliyorsa, buna baglant: silmeye direncli ag
denir ve yalmzca (ii) kogulunu kargiliyorsa, buna baglant: eklemeye direngli ag denir. Ikili kararl bir
ag hem baglant: silmeye hem de baglant:1 eklemeye direnclidir.

2’Kapali déngii, C C G aglarmin bir alt kiimesidir; 6yle ki herhangi bir ag g € C icin, kapal
dongiiye ait olmayan bagka bir ag g’ € C agina giden bir iyilestirme yolu yoktur. Burada iyilestirme
yolu, baglantida yer alan herhangi bir bireyin faydasim artirdiginda bir baglantinin ¢ikarildigi veya
her iki bireyin faydasini artirdiginda bir baglantinin eklendigi bir aglar serisidir.
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digbiikeyligi ve stratejik tamamlayiciligi sagliyorsa, o zaman kapali bir dongiiniin var
olmadigin1  ve ikili kararh aglarin var oldugunu gostermektedir. Kendi
baglantilarindaki digbiikeylik, bir bireyin arkadasi sayisi arttikca, herhangi bir
baglantidan elde edecegi marjinal faydasinin azalmadigi anlamina gelir. Stratejik
tamamlayicilik, bir bireyin herhangi bireyle kuracagi baglantinin marjinal faydasinin,
diger bireyin kendisini icermeyen baglantilar eklerse azalmadigi anlamina gelir.
Hellmann (2009) sonuglari modelimiz igin gegerli degildir. Modelimizdeki fayda
fonksiyonu stratejik tamamlayicihig saglamaz. Bunu gormek icin bog bir agda bitisik
1,7+ 1,7 + 2 bireylerini diigtiniin. ¢ 4 1 ile bir baglantinin ¢ bireyine marjinal faydasi,
1+ 1 ve i + 2 arasinda bir baglanti eklerse azalir ve bu da fayda fonksiyonunun
stratejik tamamlayiciligl saglamadigini gosterir. 7 + 1 ve ¢ + 2 arkadag oldugunda
7'nin marjinal faydasinin azalmasinin nedeni, ¢ + 1’'in kendi tipinden daha yiiksek bir
davranig se¢mek olmasidir; bu da ¢'nin ¢ + 2 ile koordinasyon faydalarini azaltacaktir.

Modelimizdeki bireyler tipleri ile karakterize edilir. Belirli bir baglantinin marjinal
faydasi esasen bu baglantiya dahil olan iki bireyin koordinasyon faydalarina baghdir ve
bu da bireylerin sahip oldugu arkadas sayisina degil, bireylerin optimal davraniglarina
baghdir. Diger bireylerin sadece daha c¢ok baglantiya sahip olmasi degil, iki bireyin
davraniglarinin artik daha yakin olacagi bir sekilde baglantilar kurmasi, ancak stratejik
tamamlayicilik taniminin gerektirdigi sekilde bu iki birey arasindaki bir baglantinin

marjinal faydasi artabilir.

2.3.2 Ikili Kararl Aglarin Kismi Karakterizasyonu

Ikili kararh aglarin varhgim gostermek zor olsa da, bu kisimda modelin [Love T
parametreleri  belirli  kogullar1  sagladiginda  ikili  kararlh  aglarin  kismi
karakterizasyonunu sunacagiz.  Nash Dengesi davraniglar1 tolerans oranlarindan
bagimsizken, On secilim stirecinde tolerans oranlari kritik bir rol oynar. Analizi
basitlegtirmek igin, tolerans oranlarinin tiim bireyler i¢in esit ve bireylerin tiplerinin

birbirleri ile egit mesafede oldugunu varsayiyoruz:
e tiim 7 icin 7; = 7 Ve

e )y =0vetimk=1,..,n—1igin 0k+1—0k:ﬁ.

k ve k + 1 bireylerine bitisik bireyler denir.
Kismi karakterizasyona, tolerans orani yeterince diisiik oldugunda bos agin ikili

kararl oldugunu gostererek baglhiyoruz.

Onerme 4 € (0,1) olsun. Bos ag ikili kararlidir ancak ve ancak T < (11;;7)2@—;1)2
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Bos bir agda, bitigik bireyler bir iligki olugturmak icin en yiiksek tegvike sahiptir.
Bir iligki olusturduklarinda, denge davraniglari tiplerindeki farktan ﬁ daha yakin
olacaktir. Yeni bir iligski kurmak icin yeterli faydaya sahip olup olmadiklari, denge
davranigt artik tiplerinden farkli olacagindan, kendi tipleri ile koordinasyon
faydasindaki kaybin biiyiikliigii ile arkadaslariyla koordinasyon faydasindaki kazancin
biiyiikligiine baghdir. Tolerans orani yeterince kiigiikse, kiginin kendisiyle
koordinasyon faydasindaki kayip, baskalariyla koordinasyon faydasindaki kazanctan
daha yiiksek olacaktir. Tolerans oranindaki iist sinir, g’'nun azalan bir fonksiyonudur.
p arttikga, iki etki vardir: Bitigik bireylerin denge davraniglari birbirine yaklagir ve
kendisiyle koordinasyon kaybimim agirligi azalir. p, 1'e yakinsadiginda ise, tolerans
orani i¢in tist siir 0’a yakinsar. Sekil 5’de bog agin n = 5 iken ikili kararli oldugu
kisitlar gosterilmistir.

Bir sonraki onermede, bireylerin derecelerinin en fazla 2 oldugu ag alt kiimelerinin
ikili kararh olmas i¢in tolerans oranlari araliklarim gosteriyoruz. Ilk ag kiimesi, T,
tiim g € 7 igin, tiim ¢ i¢in d;(g) < 1 ve eger bir k igin di(g) = 0 ise, 0 zaman dj,_41(g) =
dr+1(g) = 1 olacak sekilde aralik aglarimin alt kiimesidir. Bu alt ag kiimesinde bazi
i i¢in d;(g) = 1 ise, o zaman ya ¢;_1; = 1 ya da g;;+1 = 1 olur. Bu aglar kiimesine
diyadik aglar da diyoruz ¢iinkii tiim bilegenler ya tekildir ya da bitigik bireyler olan iki
diyadi igerir.

Ikinci ag kiimesi, Z,, aralik aglarm bir alt kiimesidir 6yle ki tiim g € Z, icin d;(g) <

2’dir ve
e bir k igin eger di(g) = 2 ise hem gr—1, = 1 hem de gg 11 = 1 olur,
e bir k i¢in eger di(g) = 0 ise dy_1(g) = di+1(g) = 1 olur.

Asgagidaki onerme, yukarida aciklanan ag alt kiimelerinin ikili kararli olmasi i¢in

tolerans orani ve koordinasyon agirliginin saglamasi gereken kogullar1 gostermektedir.

Onerme 5 € (0,1) olsun.

i. Eger (IIJZ:)Qﬁ < 7 < min{(1 — N)ﬁv%} ise g € I’ deki aglar ikili

kararhdar,

i. Eger (1 — “)(n—%)? <7< 4(1(_1’1)2(;)_2“2) (n_11)2 ise g € Iy deki aglar ikili kararldir®.

Onerme 5.7°deki alt esigin, 6nerme 4’deki bos ag icin gerekli olan esik oldugu fark

edilebilir. Bu nedenle, tolerans oranlari bog agin iist sinirimi agtiginda, iki bitisik birey

4(1—p)(1—p? _
26(1 — p) (n—11)2 < 4« (1‘_‘32(@2“ ) (n_11)2 ancak ve ancak p < @
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bir baglant1 olusturmak icin gerekli tegvike sahip olur. Tolerans oraninin st esigi
ise bir bireyin diger bitigik bireyle baglanti olugturmasini 6nler. Bu nedenle, Z;’deki
herhangi bir agda, bilegenler ya iki bitigik bireyden ya da tek bir bireyden olusur ve
hicbir baglantisi olmayan iki bitisik birey olamaz. Sekil 4’de n = 5 durumu igin bu
aglar gosterilmistir.

Tolerans oranlar1 daha da arttiginda, halihazirda bir arkadasi olan bir birey, artik
diger bitigik bireylerle de baglant1 ekleme tegvikine sahip olur, yani, bir bireyin diger
iki bitigik bireyle bagl oldugu ve merkezi birey olarak davrandigi 3 bitisik bireye sahip
bir bilesen vardir. Yine Sekil 4’de n = 5 durumu i¢in bu aglar gosterilmisgtir.

4 ve 5 onermelerindeki sonuglarda, tolerans orani 6énemli bir rol oynar. Tolerans
orani yeterince kii¢iik oldugunda, bireylerin herhangi bir baglant1 eklemek i¢in tegviki
olmaz, boylece bog ag tek ikili kararli ag olur. Tolerans oranlar1 arttikga, bireyler tip
olarak en yakin olan bireylerle, yani bitisik bireylerle baglant1 kurmaya baslar.
Tolerans orani arttik¢a, tim diyadik aglar g € Z; ikili kararli hale gelir. Diyadik
aglarda, bir bireyin bir arkadasi varsa, arkadasi kendisine bitigik bir bireydir, yani
arkadagi tip bakimindan en yakin olan bireylerden biridir. Baska bir deyisle, tip
bakimindan benzerlik, on secilim olarak arkadasghga yol agar. Bu baglantinin ve
sosyallesme etkilerinin sonucu olarak bireyler davraniglarini birbirlerine daha yakin
olacak sekilde belirler. Ayrica, diyadik aglarda higbir arkadagi olmayan iki bitigik
birey olamaz. Tolerans oram yiikseldik¢e bireyler yeni baglantilar kurarlar. Eger
tolerans orani (1 — ,u)(n_%)jdan yiksek ise Z,’deki aglarda goriilecegi iizere 3 kigiden
olusan bilegenler ikili kararli aglarda gortliir.

Ek olarak, yukaridaki sonuclardaki tiim smirlar, g’nun azalan fonksiyonudur ve p
degeri 1’e yakinsadikca, tiim siirlar 0’a yakinsar. Simdiye kadar ele alinan tiim
aglarda, p arttikca arkadaslarin eylemleri arasindaki farklar kiigiiliir ve 0’a yakinsar.
Bu nedenle, koordinasyondaki agirhik arttikca, bir agin ikili kararli olmasi igin
tolerans oraninin o kadar yiiksek olmasi gerekmez. p’deki artigin fayda iizerindeki
etkisi iki sebeptendir. Ilk olarak, denge eylemleri birbirine yaklastikca, koordinasyon
faydalar1 artar ve koordinasyon faydalari tizerindeki agirhik artar, ancak kendi
koordinasyonundaki kayip artik daha yiiksek olsa da, bu koordinasyona daha diigiik

bir agirhik atanir.

2.3.3 n =75 icin Ikili Kararh Ajlar

Bu kisimda n = 5 igin ikili kararli aglarin hangi parametre degerleri icin ikili karar
oldugunu ve ikili kararli aglarin yapilarini inceleyecegiz. Bir onceki kisimda

sundugumuz kismi karektarizasyon ikili kararli aglarin parametreler degistikge nasil
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degistiginin temel fikrini veriyor. Fakat n = 5 gibi sabit bir degerde bu degisiklikleri

gormek daha kolay olacaktir.

Sekil 4 ‘
n =5 iken Ikili Kararl Aglar
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Sekil 4’de bir c¢izgi tizerine siralanmig bireylerden olugan ikili kararli aglar

goriilebilir. 1 bireyinin #; degeri 0 iken 5 bireyinin 65 degeri ise 1’dir. Tipler arasinda

esit uzaklik varsayimini koruyarak bireyleri esit uzaklikta bir ¢izgi tlizerinde temsil

ediyoruz. Bireyleri arasindaki c¢izgiler bireylerin baglantilarini gostermektedir.

Ornegin bog agda bireyler arasinda cizgiler yokken diyadik aglar gosteren Z;

aglarinda ise bitigsik bireyler arasindaki baglantilar bireyler

gosterilmistir.

arasi

cizgilerle
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Ikili kararli aglar arasindaki oklar ise parametre degerleri arttikca en alttaki bos
agdan en istteki tam aga dogru ikili kararlh aglarin nasil degistigini gostermektedir.
Bu oklarin yonii bir agdan bir bagka aga gecis i¢in bireylerin tegviki olup olmadigina
baghdir. Sekil 4’deki oklarin yonii tam ag ikili kararli oldugu durum igin verilmistir.
Ornegin bog agmn ikili kararl oldugu durumlarda tiim oklar ters yonlii olacaktir. Bos ag
ile tam ag arasindaki aglarin ikili kararl oldugu durumda ise bu agin tizerinde yer alan
oklar agagi yonlii iken altinda yer alan oklar ise yukar1 yonlii olacaktir. Bog agdan ¢ikan
oklar haricinde tiim aglarda sadece tek bir yeni baglant: kurulmaktadir. Ikili kararh
aglar aralik aglar1 olmak iizere 8 farkl alt ag kiimelerine bolinmiistiir. Bu kiimeler
sekilde en solda gosterilmigtir. Bu aralik aglar1 kiimelerinin benzer parametre degerleri
icin ikili kararhdir.

Sekil 5’de ise bu aralik aglar1 kiimelerinin ikili kararli oldugu parametre degerleri
gosterilmigtir. Dikey eksende tolerans orani, 7 ve yatay eksende akran etkisi, u, olmak
tizere her bir aralik aglarmin ikili kararli olmasi icin gereken paratmetre degerleri
gosterilmigtir. Bog agdan ibaret olan Zy haric diger aralik aglarinin ikili kararh oldugu
bolge yesil ile ve kendinden Onceki tiim aralik aglarinin parametreleri ise mavi renk ile
gosterilmistir. Bu sayede hem parametre degerleri arttikca daha ¢ok baglant: igeren
aralik aglariin ikili kararli oldugu bolgeler gosterilmis hemde kendinden onceki aralik
aglarmin ikili kararli bolgeleri ile iligkisi ve varsa kesigim bolgeleri gosterilmistir.

Modelin parametrelerinin en kiiciik degerlerinde bosg ag ikili kararli agdir. Daha
sonra ise diyadik aglar Z, ve daha oOnce karakterize ettigimiz Z, aglar1 ikili karal
olacaktir.

7, aglarinda Sekil 4’de en solda ve en sagdaki aglarda tiim bireyler iki bilegene
boliinmiistiir. Parametre degerleri arttik¢a bu aglar kendilerinden ¢ikan oklarin igaret
ettigi gibi her bir bileseni tam aga dogru genislemektedir?” ve kendi aralarinda bir
klik olustur. Z, aglarinda ortadaki ag icin ise ug tiplerdeki bireyler olan 1 ve 5
bireyleri bir baglantiya sahip degildir. Bunun sebebi 2 ve 4 bireylerinin bulunduklar:
bilesendeki diger bireylerle davraniglarini koordine etmelerinden dolay1 denge
davranmglarinin baglantida olduklar1 3 bireyinin tipine yakinsamadir?®®. Bu sebeple de
verili parametre degerleri i¢cin 1 ve 5 bireylerinin bitigik bireylerle baglanti kurmasi
i¢in tegvikleri azalmigtir.

Fakat parametre degerleri arttik¢a ya {2, 3,4} bilegeni tam aga dogru genisleyerek

bir klik olusturacak ve denge davramislar1 birbirlerine daha da yakinsayacak ya da 1

2711,2,3} ve {3,4, 5} bilegenleri icerisinde tam ag olugmustur. Diger bilegenlerde iki kisi oldugu i¢in
iki kisi arasindaki baglanti zaten tam agdir.
283 bireyinin pozisyonu simetrik oldugundan denge davramsi kendi tipine esit olacaktir: 2% = 3 =

N [=



Sekil 5 _
n = 5 iken Ikili Kararly Aglarin Parametre Degerleri
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ve 5 bireyleri de {2, 3,4} bilegenine katilacaktir. Ikinci durum icin parametre degerleri
artarak 7, aglarina geldigimizde ise tim bireyleri iki bilegene boliiniir. En ug tiplere
sahip bireyler, 1 veya 5, yalniz iken geri kalan bireyler arasinda bir klik kurulmus olur.

Parametre degerlerinin artisi ile artik tiim toplum tek bir bilesende olacaktir. Zj
aglarindaki en agsagidaki agda tiim bireyler sadece bitisik bireylerle baglant1 i¢indedir.
Daha sonra ise tipleri en yakin bireylerden baglamak tizere ikili kararh aglar tam aga
dogru genigleyecektir.

On secilim ve sosyallesme etkilerini inceledigimiz modelde ikili kararl aglarm
gosterildigi Sekil 4’dende goriilecegi iizere bireyler tipleri kendilerine en yakin olan
bitigik bireylerle arkadaslik kurmaktadir. Bir bireyin tipi kendine en yakin olan bireyi
atlayip bagka bir bireyle arkadaslik kurdugu hi¢ bir ag ikili kararli degildir. Bu durum
birbirleri ile arkadag olan bireyler arasindaki benzerliklerin bireylerin kendi tercihleri
ile olustugunu iddia eden 6n secilim etkisinden kaynaklanmaktadir. Ayrica bireyler
bitigik bireylerle arkadasglik kurduklarinda sosyallesme etkisinin 6n gordiigii tizere
denge davramiglar1 kendi tiplerinden faklilagsacak ve birbirlerine yakinsayacaktir.
Fakat gerek tolerans oranin artmasi ile gerekse de akran etkisinin giiciintin artmast ile
bilegsenler kendilerine en yakin bireylerle arkadasglik kuracaktir. Bu asamadan sonra
iki tirli etki kendini gostermeye baglayacaktir. Bir yandan bilegenler arasindaki
baglantilar artacak ve bu bilegenler kendi aralarinda tam ag kurarak bir klik
olugturacak ya da bu bilegenlere en yakin bireyler ile baglanti kurarak bilegen
bitytiyecektir. Ik durumda bilegenler arasmdaki baglantilar arttikca ve bir klik
olugturmaya dogru gittikce sosyallesme etkisi geregi davramiglar birbirine
yakinsayacak ve gozlenen benzerlikler artacaktir. Tabi ki toplumun birden fazla
bilesene boliindiigii durumlarda ise bu bilegenlerin ortalama davraniglar1 arasindaki
fark ise artacaktir. Fakat Onerme 2’de gésterdigimiz iizere bu farklar tiim toplumun
ortalama davraniglar1 tizerinde bir etkiye sebep olmayacaktir.  Yani toplumun
ortalama davraniglari her zaman toplumun verili karakteristiklerini gosteren ortalama
tipe esit olacaktir. Ikinci durumda ise bilesenler kendilerine en yakmn bireylerle
baglant1 kurarak biiyiiyecektir. ~ En nihayetinde tiim toplum tek bir bilesende
bulunacak ve artan tolerans etkisi veya artan akran etkisi ile ikili kararli aglar tam

aga dogru genisleyecektir.



3 Topluluklar Arasi Risk Paylasimi Aglari

Insanlar gelirleri konusunda belirsizlikle karst karsiyadir: Bir kisi isini kaybedebilir,
kuraklik gibi kot hava kosullar: bir ¢ift¢inin sahip olabilecegi tirtin miktarini olumsuz
etkileyebilir, vb. Insanlarm gelir belirsizligi ile baga ¢ikmasinin bir yolu, kars1 karsiya
olduklar1 gelir risklerini bir araya getirip bu risklere karg sigorta sunan resmi sigorta
kurumlaridir. Risk sevmeyen bireyler, tiiketimlerini dengelemek ve gelir riskine karsi
tam olarak sigortalanmak icin risk primi odemeye isteklidir. Resmi bir sigorta
kurumu, gelir belirsizleri ile kars1 karsiya olan bir ¢ok insanin gelir risklerini bir araya

U ile imzalayarak gelir

getirip onlarla tesvik uyumlu ve uygulanabilir bir sozlesme
belirsizligini ortadan kaldiran kurumlardir. Ancak resmi bir sigorta kurumunun
yoklugunda, insanlar genellikle gelirlerinin bir kismini paylagarak gelir riskini
azaltmak icin aile liyelerine, arkadaglarina, tanidiklarina giivenirler.

Ozellikle kirsal ve cogunlukla tarimla ugrasan bolgelerde gayri resmi risk paylagim
aglar1 tlizerine yapilan ampirik c¢aligmalar, risk paylaggmimin koy diizeyinde
gergeklesmedigini, bunun yerine aileler ve tamdiklar arasinda gergeklestigini ve
bireylerin bir koy igindeki risk paylasim aglar1 araciligiyla riske kargt tam olarak
sigortalanamayacagini one siirmektedir?.

Bu boliimde risk sevmeyen bireylerin gelirlerinde belirsizlikle karsi karsiya kaldigi
bir ortami ele aliyoruz. Bireyler farkli koylerde, adalarda veya topluluklarda yer
almaktadir ve bir ag araciligiyla birbirlerine baghdirlar. Agdaki baglantilar aile
baglantilar1® | farkli koylerdeki is ortaklari, vb. olarak yorumlanabilir. Bireylerin
gelirlerindeki belirsizlikler ortadan kalktiktan ve bireyler gerceklesen gelirlerini
gordiikten sonra, elde ettikleri geliri bir havuzda toplayip agdaki arkadaglariyla esit
olarak paylagmalari, bu boliimde kullanagimiz, gayri resmi risk paylagimina bir 6érnek
olarak verilebilir. Risk paylagim agindaki risk paylagim mekanizmasi su sekilde ¢aligir:
Bireylerin gelirleri gerceklestikten sonra, agda birbirleriyle bagl rastgele olarak

secilen birey ciftleri bulugur ve her bulustuklarinda gelirlerini esit olarak paylagirlar.

!Enformasyon asimetrilerinin olmadigini varsayiyoruz.

2Giiney Hindistan’'daki koyler arasindaki risk paylagim iizerine Townsend (1994)nin &ncii
caligmasia bakiniz.  Ayrica, kuzey Nijerya’daki kirsal bolgelerinde risk paylagimi hakkinda
Udry (1995)’ya, Filipinler’in kirsal bolgelerindeki risk paylagimi hakkinda Fafchamps ve Lund
(2003) ve Fafchamps ve Gubert (2007)’a, Tanzanya’daki bir koy icindeki risk paylagimi hakkinda
Weerdt ve Dercon (2006)’ya ve Pakistan’daki haneler arasindaki kanal suyu ticareti hakkinda
Murgai, Winters, Sadoulet, ve de Janvry (2002)’a bakin.

30rnegin, Rosenzweig ve Stark (1989), Giiney Hindistan’da koyler arasindaki evliligin riski
azaltmanin bir yolu oldugunu kanitliyor.

28
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Tiim birey ciftlerinin pozitif olasilikla bir araya gelebilecegi varsayildiginda, bireylerin
geliri, bu siirecin tekrar sayisi sonsuza yakinsadik¢a herhangi bir bilesende bulunan
bireylerin gelirleri bu bilesenin ortalama gelirine yakisar®. Incelenen paylagim
mekanizmasinda bireyler arasi transferlerde stratejik karar alma soz konusu degildir
ve herhangi bir bilgi sorunu yasanmamaktadir. Bireyler, bir araya geldiklerinde
gelirlerini egit olarak paylagsmaktan vazgecmez veya gelirlerini gizleyemezler; bu,
birbirlerini uzun zamandir taniyan ve bagkalarinin gelirlerindeki dalgalanmalar1 bilen
az sayida insan arasinda giiclii normlarin olusturuldugu kirsal koylerle bu varsayimlar
oldukca makuldiir®.

Bireylerin karsi karsiya oldugu belirsizlik ile bir bireyin gelirinin yiiksek yy veya
diisiik yr olabilmesi kastediyoruz. Aymni topluluktaki bireylerin gelirlerinin ayni
oldugunu varsayiyoruz ve bir topluluktaki gelir esit olasilikla yiliksek veya diigiik
olabilir. Bu varsayim, bir toplulukta ana gelir kaynagi olarak bir faaliyet varsa ve bu
topluluktaki tiim bireyler ayni sekilde etkileniyorsa hakli ¢ikarilabilir. Ayni zamanda
bu varsayimin anlami, bireylerin kendi koylerindeki tiyeler arasinda gayri resmi bir
risk paylagim anlagmasina dahil olmalari i¢in hi¢bir tegvik olmamasidir; bu, bireylerin
bir koy icinde riski paylasarak tam sigortaya ulasamayacaklarina dair ampirik
kanitlarin agir1 bir 6rnegidir. Ancak bu calismadaki odak noktamiz farkl topluluklar
arasindaki risk paylagimi oldugu icin bu varsayimda bulunduk.

Farkli topluluklarin gelirleri arasindaki iliskiye gelince, Oncelikle farkh
topluluklardaki gerceklesen gelirler arasindaki miikemmel negatif korelasyonu ele
aliyoruz, ancak daha sonra bu varsayimi, modelimizin farkli korelasyon seviyelerini
kapsayacak sekilde gevsetiyoruz®.

Bireylerin risk sevmeyen bireyler olduklarini, yani beklenen fayda fonksiyonlarinin
gerceklesen gelire gore kesin artan ve kesin icbiikey oldugunu varsayiyoruz. Risk
paylagim aglarinin yoklugunda veya bir bireyin belirli bir risk paylagim aginda higbir
baglantisi olmadiginda, risk sevmeyen birey, gerceklesen gelirin en diigiik beklenen
faydasina sahiptir. Risk sevmeyen bir birey icin risk paylagim aginin faydasi, riskin
gesitlendirilmesi ve risk paylasim mekanizmasi araciligiyla gergeklesen gelirdeki
dalgalanmalar1 yumusatarak gergeklesen gelirin beklenen faydasinin artmasidir. Bir

birey, iki topluluktan ayni sayida bireye sahip dengeli bilesen adini verdigimiz bir

4Aymi risk paylagim siireci Bramoullé ve Kranton (2007c)’de de ele almmig ve gelirlerin
yakinsamalar: gosterilmistir.

SFafchamps ve Lund (2003)’deki ankete katilanlarm %85’inden fazlasi, tim kredi ortaklarimin
varliklar1 ve demografik 6zellikleri hakkinda eksiksiz bilgi verebildigini gostermistir.

6Risk paylagim aglarmin, miikemmel negatif korelasyon varsaydigimizda bireylerin risk paylasim
aglar1 araciligiyla tam sigortaya ulagma olasiliginin daha yiiksek oldugunu gosteriyoruz. Bkz. kisim
3.5.
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bilesene” dahil olarak tam sigortaya sahip olabilir.

Risk paylasim aglarimin faydalar1 riskten kaginan bireyler icin acik olsa da, bu
baglantilar1 kurmanin ve strdiirmenin maliyetli olabilecegini beklemek makuldiir.
Baglantilarin maliyetli oldugunu ve farkli topluluklardan iki birey arasindaki
baglantinin maliyetinin ayni topluluktan iki birey arasindaki baglantinin maliyetinden
daha yiiksek oldugunu varsayiyoruz. Farkli topluluklar arasindaki baglantilara
topluluklar aras1 baglantilar diyoruz ve cy bu tir baglantilarin maliyetini temsil
ediyor ve ayni topluluk icindeki baglantilar topluluk ici baglantilaridir ve maliyet
cr(< cp) ile temsil ediliyor. Son olarak, belirli bir agdaki bir bireyin faydasi, risk
paylasim mekanizmasindan sonra gergeklesen gelirin beklenen faydasi ve bireyin
belirli agdaki baglantilarini siirdiirme maliyetidir.

Farkl topluluklarin gerceklegsen gelirleri ile topluluklarin niifuslar1 ayni oldugu ve
topluluklar arasi1 gerceklegsen gelirlerde tam negatif korelasyon bulundugu olgiit
modelde, verimli ve ikili kararli aglarimin yapilarini inceliyor ve bu ag yapilarin
kargilagtiriyoruz.  Ayrica, bos agdan baglayarak rastgele secilen bir baglantinin,
baglantiya dahil olan iki birey icin karsilikli olarak faydali baglantilarsa kuruldugu ya
da bir birey i¢in faydal ile silindigi, dinamik bir ag olusum siirecini de ele aliyoruz.

Ol¢iit modelinde, 6ncelikle, verimli ag kiimesini karakterize ediyoruz®. Tiim
verimli aglarda, tim bilegenlerin asgari baglh oldugunu, yani bilegseni bir arada
tutmak icin gereken en az sayida baglant1 sayisi icerdigini gosteriyoruz®. Asgari
baglh bir agda s bireyi olan bir bilesen icin gerekli en az baglant1 sayis1 s — 1’dir.
Ayrica, tiim bilegenlerde, topluluklar arasi baglantinin maliyetinin topluluk igi
baglantinin maliyetinden daha yiiksek olmasi nedeniyle, s — 1 baglantidan tam olarak
bir tane topluluklar arasi baglant1 oldugunu gosteriyoruz.

Verimli aglarda ii¢ farkl ag yapisinin miimkiin oldugunu gosteriyoruz'?. Topluluklar
aras1 ve topluluk i¢i maliyetler yeterince yiiksek ise bosg ag tek verimli agdir. Eger
topluluklar aras1 baglantilarin maliyetleri yeterince kiigiikse ve topluluk ici maliyetler
ise topluluklar aras1 maliyetlere kiyasla yeterince biiyiikse (2¢;, > cp), her bireyin karst

topluluktan sadece bir arkadasi oldugu tam eslesme aglar1 verimli aglardir!'. Eger

topluluk i¢i baglantilarin maliyeti, ¢y, topluluklar arasi baglantinin maliyetine kiyasla

"Béyle bir bilesende yukarida tarif edilen risk paylagim mekanizmasi sonucu gerceklesen gelir sabit
olacagi i¢in bireylerin kargilasgtigi risk tamamen ortadan kalkar.

8Verimli bir ag, bireylerin toplam beklenen faydasini maksimize eden agdir.

9Bir baska ifade ile, bir bilesen asgari baghysa, bilesendeki herhangi iki birey arasindaki herhangi
bir baglantiy1 kaldirmanin bilegeni iki ayr1 bilegsene boldiigii anlamina gelir.

10Bkz. Onerme 8

1 Tam eglesme aglarindaki tiim bilesenler, farkl topluluklardan tam olarak iki bireye sahiptir.
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diigiikse!'?, bir ag ancak ve ancak asgari patika agiysa verimlidir. Patika ag1, bireyleri
yeniden adlandirarak bir siraya koyabildigimiz bir agdir oyle ki yeniden adlandirmadan
sonra birey 1 yalnizca 2 ile, 2 yalnizca 3 ile v.d. baglantilidir ve bu gekilde devam eder.
Tiim olas1 patika aglar1 arasinda tiim baglantilarin toplam maliyeti minimum olacak
sekilde yalnizca bir adalar arasi baglant1 varsa bu aga asgari patika agi'® denir.

Bos ag hari¢ tiim verimli aglarda, tiim bireyler dengeli bir bilegene ait olarak gelir
riskine karsi tam sigortalidir.  Tam eglestirmede, dengeli bilegenlerin sayisi bir
topluluktaki birey sayisina esit olur. Ancak, asgari bagh bir agda, her iki toplulugun
tiim bireyinden olusan tek bir dengeli bilesen vardir ve yalnizca iki birey arasinda
topluluklar arasi baglant1 vardir.

Verimli bir ag toplam refahi maksimize etse de, insanlarin baglant1 kurmaya veya
baglantilar1 kesmeye karar verdikleri bir durumda verimli aglarin dengede olup
olmadigl sorusu ortaya cikar. Bu soruya cevap verebilmek icin bir bireyin kendi
faydasina oldugu durumda baglantisini sonlandirabildigi ve bireylerin her ikisinin
faydasina oldugu durumda baglantilar kurabildigi durumlar1 inceleyen ikili kararl
denge kavramini inceleyecegiz.

Olciit modelde, ikili kararh aglar kiimesi yukarida bahsedilen {i¢ ¢esit verimli ag
yapilarinin yani sira baz diger aglar: igerir. Uc cesit verimli ag yapilar ikili kararli olsa
da, bunu saglayan maliyet degerleri verimli aglar i¢in gerekli olan maliyet degerlerinden
farklidir. Ornegin, topluluklar arasi baglantinm maliyeti tam sigortaya ulagilarak elde
edilecek olan fayda artisinda biiyiikse, bos ag tek ikili kararli agdir. Aksi durumda ise
topluluk i¢i maliyetten bagimsiz olarak tam eglesmeler ikili kararlidir. Tam eglesmeler
maliyetler 2c;, > cy sartim sagladiklarinda verimli aglardi. Ayrica eger topluluk ici
baglant1 maliyeti yeterince kiiciikse asgari patika aglar1 da iki kararlh olur. Bu fig
tir verimli ag yapisina ek olarak topluluklara arasi baglantilarin maliyetleri yeterince
kiiciikse tiim bilesenleri dengeli ve indirgenemez!'* olan aglar da ikili kararhdar.

Son olarak, Jackson ve Watts (2002)’in dinamik ag olugma siirecini ele aliyoruz.
Bog aglardan baslayarak, herhangi bir turda, bir baglanti rastgele secilir ve baglantiya
dahil olan iki bireyin yararinaysa eklenir ve baglantiya dahil olan en az bir birey i¢in

15

yararlysa silinir'®. Bu stirec eger ikili kararli bir aga ulagirsa tanim geregi yeni bir

baglant1 eklenmez veya var olan bir baglant: silinmez. Boylece siire¢ bir agda sonlanir

12U§ farkli ag tiirlerinin verimli olmasi i¢in gerekli olan maliyet degerlerinin bir gosterimi igin Sekil
7’ye bakiniz.

13Gekil 7°deki 2, 3 ve 4 6rneklerine bakin.

“Dengeli bir bilesen, bilesendeki bir baglantiyr kaldirarak iki dengeli bilesene béliinemiyorsa
indirgenemezdir.

15Baglantilarin dinamik ag olusma siirecinde silinmesine izin verilmesine ragmen, Boliim 3.4’te ele
aldigimiz dinamik risk paylagim agi olugma siirecinde higbir zaman silinmiyorlar.
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ve bu ag1 dinamik kararlr ag olarak adlandiririz. Bos agin ikili kararli ag oldugu,
cy > v — v, durumda, dinamik siire¢ sirasinda hicbir baglant1 eklenmez ve silinmez
ve siirecin bos agin dinamik kararli oldugunu séyleriz'®. cy > 7 — v oldugunda ise,
tam eslesmeler, asgari patika aglar1 ve diger baz aglar ikili kararli oldugunda, siirec
yalnizca tam eslesmelerde durur. Ozetle, sadece bos ag ve tam eslesmeler tiim denge
kavramlarini gore dengededir yani belirli maliyet degerleri icin verimli, ikili kararh ve
dinamik kararhdir.

Olciit modelin sonuclarim ortaya koyduktan sonra olciit modelin iki genellemesini
ele aliyoruz. Birincisinde, tam korelasyon varsayimini gevsetiyoruz. Eger bir
toplulugun gergeklesen geliri diigiikse diger toplulugun gerceklesen gelirinin diigiik
olma kogullu olasiligi 1 — p ve yiiksek olma kosullu olasiligi p iken benzer bir sekilde
bir toplulugun gerceklesen geliri yiiksekse diger toplulugun gerceklesen gelirinin diigiik
olma kosullu olasihigi p ve yiiksek olma kosullu olasiigi 1 — p oldugunu varsayiyoruz'’.
Her toplulukta gelirin yiiksek veya diigiik olma olasiliginin egit oldugunu varsayimini
koruyoruz. p degeri, farkli topluluklarin gergeklesen gelirleri arasindaki korelasyonu
belirler. p = 1 oldugunda, tam negatif korelasyon durumuna geri doneriz. p = 0 tam
pozitif korelasyon icin gecerliyken, p = % farkli topluluklar arasindaki gerceklesen
gelirlerin birbirlerinde bagimsiz oldugu anlamina gelir. p < 1 oldugunda, bir bireyin
beklenen faydasi, tam negatif korelasyona sahipken beklenen faydasinin p kati ile
sigortasiz olmanin beklenen faydasinin 1 — p katinin toplamidir. Yani, korelasyon tam
negatif olmadiginda, herhangi bir risk paylagim agindan beklenen fayda azalir ve
bireyler dengeli bir bilesende bile yalnizca kismi sigorta elde eder. Bunun verimli
aglar kiimesi, ikili kararhh aglar ve dinamik kararli aglar tizerindeki etkisi, bog agin
verimli, ikili kararli, dinamik kararli oldugu c; ve cy degerlerini saglayan bolgenin
geniglemesi, diger tiim verimli, ikili kararli ve dinamik kararli aglar i¢in maliyet
bolgelerinin daralmasidir. Uc¢ durumda, p = 0 iken, tek verimli, ikili kararli ve
dinamik kararli ag, tiim maliyet degerleri i¢in bog agdir.

Son olarak, bir toplulugun daha fazla bireye sahip olmasina izin vererek
topluluklarin niifuslarinin aynmi oldugu varsayimini gevsettik. Bu durumda, risk
paylagim aglarina risk paylagimi ile giderilemeyen toplam bir risk getirir. Yiiksek
niifuslu topluluktaki ek bireylerin, tiim ikili kararli aglarda risk paylagimina
katilmadigim ve tam belirsizlikle karsi karsiya oldugunu gosteriyoruz. Ancak bazi
maliyet degerleri i¢in her iki topluluktaki tiim bireyleri kapsayan verimli aglar vardir,

ancak bu durumda dahi bireylerin elde edecegi sigorta yalnizca kismi bir sigortadir.

16Sadece bir ikili kararli ag varsa, dinamik siirecin ikili kararh agda durdugunu biliyoruz.
1"Bkz. Tablo 1
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Gayri resmi risk paylasim aglarini inceleyen onceki teorik caligmalar, genellikle tek
bir topluluk i¢indeki risk paylagim aglarini ele alir. (")rnegin, Bramoullé ve Kranton
(2007c), bireylerin gelirlerinin bagimsiz ve 6zdes bir dagihmdan geldigi tek bir
topluluk icindeki gayri resmi risk paylagim aglarim ele alir. Dinamik ag olusumunun
yani sira verimli ve ikili kararli aglari da incelerler. Kullandigimiz risk paylagim
mekanizmamiz!® ilk olarak Bramoullé ve Kranton (2007c) tarafindan incelendi ve
aglar lizerinden risk paylagimi yoluyla gerceklesen gelirin bilegenin ortalama gelirine
yakinsamasi sonucunu ortaya koydu. Tek bir topluluk igerisinde risk paylagimini
inceledikleri i¢in elde ettikleri tiim sonuclar bilegsenlerin biiyiikliigii ile ilgilidir. Baz
verimli aglarda bireylerin tam sigortaya sahip olabildiklerini, ancak bazi verimli
aglarda ise sadece kismi sigortanm miimkiin oldugunu gostermektedirler. Ikili kararh
aglar icin, bilegsenlerin boyutlarinin genellikle verimli aglardan daha az oldugunu ve
farkli biytiklikteki bilegenlere ait bireyler arasinda sigorta diizeyleri agisindan
asimetriler oldugunu gostermektedirler. Buna karsilik, bizim modelimizde bireyler bos
aglar hari¢, tam negatif korelasyon altinda tiim verimli ve ikili kararli aglarda tam
sigortaya ulagmaktadir.

Ayni yazarlar, Bramoullé ve Kranton (2007b)’da aym koydeki tiim bireyleri
etkileyen koy diizeyinde bir gok ve 0zel durum soku olmak ftizere iki bagimsiz gelir
soku aldigi gayri resmi bir risk paylasim agimi ele aliyor. Her iki gelir sokuda sifir
ortalama ve pozitif varyansh bagimsiz ve oOzdes dagilimdan geldigi varsayilmistir.
Makalenin bizim modelimizden bir diger temel farki, bir bireyin bileseninin
biiyiikliigii arttikga (aym topluluktan veya farkli topluluktan bireyleri igermesi fark
etmeksizin), bireyin beklenen faydasinin arttig ikinci dereceden fayda fonksiyonunu
ele almalaridir. Modelimizde beklenen fayda diizeyini belirleyen bilesenin biiytikligi
ve bilesimi degil, bilesendeki farkli topluluklardaki bireylerin gorece agirliklaridir.
Daha acgik bir ifadeyle, bir bireyin bilegsenindeki farkli toplumlardaki birey sayilari
arasindaki ~ fark  azaldikga, o Dbireyin  beklenen  faydasi  artmaktadir.
Bramoullé ve Kranton (2007b) iki 6zel ag tiirii ele aliyorlar. Bu ag tiirlerinden
tam-sigortali-ayrismis ag adim verdikleri aglarda iki bilesen vardir; biri bir
topluluktan tiim bireyleri igerirken digeri diger topluluktan tiim bireyleri icerir. Diger
ag tirunde ise u¢ bilesen bulunmaktadir: Biri bir topluluktan k bireyi icerir, digeri

diger topluluktan k bireyi igerir ve son bilesen ise topluluklar arasi yalnizca bir

8 Teorik caligmalarda bizim modelimizden ve Bramoullé ve Kranton (2007c)’den farklhi olan bagka
bir yontemde bireylerin aglardaki arkadaslarina gelir transferleri konusunda stratejik karar verdigi
risk paylagim mekanizmalaridir. Diger benzer 6rnekler icin bkz. Ambrus, Mobius, ve Szeidl (2012),
Bloch, Genicot, ve Ray (2008), Karlan, Mobius, Rosenblat, ve Szeidl (2009), Miller ve Ali (n.d.) ve
Dutta, Ghosal, ve Ray (2005).
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baglantiya sahip olup her iki topluluktan kalan bireyleri icerir. Bu aglarin ikili kararh
oldugu baglant1 maliyetleri degerlerini incelerler ve bazi baglant1 maliyeti i¢in her iki
ag turtntn de ikili kararl oldugunu gosterirler. Ayrica bu aglarin verimli olmasi igin
baglant1 maliyetlerindeki kosullar1 da incelerler. Bizim caligmamizda ise verimli ve
ikili kararlh aglarin tam karakterizasyonunu sagliyoruz.

Boliim 3.1’de, ayni niifus ve tam negatif korelasyona sahip 6lgiit modelini
sunuyoruz. Bolim 3.2°de, verimli aglar1 ve Bolim 3.3’de ikili kararli aglar1 karakterize
ediyoruz. Bolim 3.4'te ise, dinamik bir ag olusum stirecini ele aliyoruz. 3.5
boliimiinde, farkli topluluklar arasindaki gerceklegen gelirlerin miikemmel korelasyon
varsayimini esnettigimiz ol¢iit modelin ilk genellemesini ele aliyoruz. 3.6 boliimii, bir
toplulugun niifusunun digerinden daha yiiksek oldugunu varsayarak toplam riski
ortaya koyuyor. Toplam risk altinda ikili kararlh aglar1 (Bolim 3.6.1) ve verimli aglar

(Boliim 3.6.2) gosteriyoruz. Tim kanitlar ekte yer almaktadir.

3.1 Model

3.1.1 Aglar

N = {1,...,2n}, 2n bireyin yer aldigi birey kiimesini gostersin. Risk paylagim agi,
gij = 1 (g;; = 0) ifadesinin i ve j bireyleri arasinda bir baglantinin var oldugu (var
olmadig1) anlamina geldigi 2n x 2n biiyiiksiigiinde bir matris g € {0, 1}2"*?" ile temsil
edilir. Baglantilarin yonli olmadigini, yani g;; =1 <= ¢;; = 1 oldugunu ve ¢j nin ¢ ve
7 bireyleri arasindaki bir baglantiy1 ifade ettigini varsayiyoruz. Tiim aglarin kiimesini
G ile gosteriyoruz.

A ve B olmak iizere iki farkli toplulukta bulunan 2n bireyden ilk n birey A
toplulugunda, n + 1’den 2n’e kadar olan bireyler ise B toplulugunda yer almaktadir.
NA=1{1,...n} ve N = {n+1,...,2n} swrasiyla A ve B topluluklarindaki bireylerin
kiimeleridir. i € N4 ve j € N? ise ij baglantisina topluluklar aras: baglants, i,j € N4
veya i,j € NP ise ij baglantisina topluluk i¢i baglantist denir.

Ni(g) ={j € N : g;; = 1}, g agindaki i'nin baglantilarim gésterir ve ¢'nin komsgular:
olarak adlandirihr. N2 (g) = N;(g)N N4, A toplulugundan i'nin komsular ve NP (g) =
Ni(g) NN, B toplulugundan i'nin komsularidir. d;(g), ¢ bireyinin g agindaki derecesi
olarak adlandirilir ve g agindaki ¢ bireyinin baglantilarinin sayisini gosterir: d;(g) =
j €N :gy;=1|. dg)=1j <n:gj;=1|,i nin A toplulugundan bireylerle baglant1
sayisini ve d2(g) = [n+1<j < 2n:g; = 1|, i 'nin B toplulugundan bireyler baglant:

sayisini temsil eder.
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3.1.2 Patika ve Bilesen

Eger ig = i ve ig = j ve k = 0,..., K — 1 i¢in g;,4,,, = 1 olacak sekilde {io, ..., x}
bireyler dizisi varsa, ¢ ile j arasinda K uzunlugunda bir patika vardir. g;; = 1 ise 7 ve j
bireylerinin dogrudan baglantils oldugunu, g;; = 0 ve ¢ ve j’yi birbirine baglayan sonlu
uzunlukta bir patika varsa dolayle baglantils oldugunu soyleriz. Aksi halde, iki bireyi
birbirine baglayan bir patika yoksa ¢ ve j bireylerinin baglantisiz oldugunu soyleriz.

S C N kiimesi ve g ag1 verildiginde, g|s alt ag1 olarak isimlendirilir ve g agimin S

kiimesine siirlandirilmasiyla elde edilir.

1 i,jES,gij:Iise
glsliy = o
0 aksi turla

Matris gosteriminde, g|s, g'nin bir asal alt matrisidir.

Verilen bir ag g i¢in, S(g) C N bileseni, N kiimesinin 6yle bir altkiimesidir ki (i)
S(g) igindeki herhangi bir 4, j i¢in sonlu uzunlukta bir yol vardir ve (ii) S(g) igindeki
herhangi bir ¢ € S(g) ile herhangi bir 7 ¢ S(g) arasinda yol yoktur.
S(g) = {51, ..., Sk }'nin esasen N'nin bir parcalanmasi olan bilegenlerin kiimesi temsil
eder: UleSi = Nve S;nS; = 0. Sekil 6’da iki tane bilesen vardir:
S ={1,2,3,5}, S, = {4,6,7,8}).

Sekil 6
Bilesenleri {1,2,3,5},{4,6,7,8} Olan Bir Ag

Bir bilesen S icin, S4 = SN N4 ile A toplulugundaki bireylerinin kiimesini ve
SB = SN N8 ile B toplulugundaki bireylerin kiimesini gostersin. s = |S|, s4 = |54,
sB = |SB|, sirasiyla S bilegeninin biiyiikliigiinii, bilesendeki A toplulugundan olan
bireylerin sayisini ve bilesendeki B toplulugundan olan bireylerin sayisini gosterir.

Eger higbir baglantisi olmayan bir birey i varsa, o zaman S = {i} bir bilegendir

ve siradan bilesen olarak adlandirihr. Eger |S| > 2 ise S bilegenine siradan-olmayan
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bilegen denir. Bir bilesende A ve B topluluklarindan ayni sayida birey varsa, yani
s4 = 5B ise, bu bilesene dengeli bilesen denir. Dengeli bir bilesen tanim geregi siradan-
olmayan bilegsendir. Eger herhangi bir S bilegeni icin s4 # s? ise, S bilesenine dengesiz
bilegen denir. Bir g sosyal aginin tiim bilegenleri S € S(g) en fazla iki bireye sahip
ise ve boyutu 2 olan tiim bilegenlerin her topluluktan bir birey iceriyorsa bu aglara
eslesme denir ve g yerine m ile gosterilir: tim S € S(m) i¢in, |S| < 2ve S = {i,j}
ise, ij topluluklar arasi baglantidir. Ayrica, bir eslesmenin her bilegenlerinin boyutu 2
ise, buna tam eslesme diyoruz.

Herhangi bir 4 € N i¢in, notasyonda ufak bir hata yaparak!?, S;(g) C N ile i'nin
ait oldugu bileseni tammlarz: S;(g) = {S(g) € S(g) : i € S(g)}. S (g) bilegeni
Si(g)’deki, A toplulugunda bulunan bireylerin kiimesi olsun ve SZ(g) bileseni S;(g)
bileseni B toplulugunda bulunan bireylerin kiimesi olsun. Sekil  6’da
Sia(g) = {1,2,3,4,50, 52, (g) = {1,2.3,4} and S2,(g) = {5} ohw. si(g), s(g),
sB(g) swasiyla 4 bireyi igeren bilegenlerin biiyiikliikleri, bu bilesendeki A
toplulugundaki birey sayis1 ve bu bilesendeki B toplulugundaki birey sayisi olsun.
Aym bilegende bulunan herhangi bir 7,5 icin, Si(g) = S;(g), Si(g) = S;(g) ve
SP(g) = S (g) olur.

Iki birey i ve j arasindaki bir baglanti, eger kaldirldiginda i ve j’nin ait oldugu
bilegenler degismiyorsa gereksiz olarak adlandirilir. Sekil 6’da, 4 ile 6, 4 ile 7 ve 6
ile 7 arasindaki baglantilar gereksizdir, ¢iinkii bunlardan herhangi birini kaldirmak,
bireylerin ait oldugu {4, 6,7,8} bilegenini degistirmez. {1,2,3,5} bileseninde geriksiz
olan bir baglant1 yoktur. Asgari bagl bilesen, herhangi bir gereksiz baglant1 icermeyen
bilegendir. Sekil 6’da, {1,2,3,5} asgari bagh bir bilegen iken {4, 6, 7,8} degildir. Sekil
7’de 6 bireyden olusan asgari bagh bilesenlerin daha fazla ornekleri bulunmaktadir.

Sekil 7
Asgari Bagly Bilesenler

Ornek 1 Ornek 2 Ornek 3 Ornek 4 Ornek 5
Yildiz Agi Patika Ag1  Asgari Patika Agi Patika Agi Karigik Ag

19Bireyler 1’den 2n’ye kadar rakamlarla gosterildiginden, bu durum notasyonda bir karigikliga yol
acar. Bu bolim boyunca, S’nin alt simgesi bir say1 oldugunda, genel bir bilegene atifta bulunuruz
ve alt simge bir harf oldugunda, alt simgede bireyi igeren bilegene atifta bulunuruz. Bilesen 1’in ait
oldugu anlamina geldiginde S;—1(g) yazarak karigikligi 6nlemeye galisacagiz.
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Sekil 7’deki 6rnek 1 yildiz agima?®, 6rnek 2, 3, 4 patika aglarma?' bir érnektir. Ornek
5 ise kismen yildiz ag1 kismen de patika ag1 ozelliklerini®? gosteren karigik bir agdir.
Bir patika aginin, topluluklar arasi tek bir baglantisi olan tek bir bilegeni oldugunda
buna asgari patika agr denir.

s boyutundaki asgari bagh bir bilesende s — 1 baglant1 olacaktir. Ornek 2’de tiim
bu baglantilar topluluklar arasi baglantilar iken, ornek 3’te yalmizca 1 topluluklar
arasi baglant1 vardir. Ayrica, asgari bagh bir bilesende, derecesi 1 olan en az iki birey
vardir?® ve herhangi iki birey arasinda, onlar1 birbirine baglayan tek bir patika vardir.
Her asgari bagh bilesen ayn1 zamanda bir agac¢ semasi ile gosterilebilir ve agacin kokii
herhangi bir birey olabilir. Asagidaki Sekil 8'de yukaridaki ag orneklerinin agag
semast gosterimleri bulunmaktadir. Ornek 5’ icin agac semasi gosteriminde agacin
kokii belirtilmeden cizilmigtir. Son olarak, asgari bagli bir bilegsene bir baglanti
eklemek bir dongii yaratir ve asgari bagh bir bilesenden bir baglantiy1 kaldirmalk,
gereksiz bir baglant1 olmadigindan bilegeni iki bilegsene boler.

Sekil 8
Asgari Bagl Bilesenlerin Aga¢ Semasit Gdosterimi

Ornek 1 Ornek 2 Ornek 3 Ornek 4 Ornek 5

Dengeli bir S bilesenine, i,7 € S arasinda bir baglant1 varsa ve bu baglanti
kaldirildiginda S bilegeni iki dengeli bilegene boliiniiyorsa indirgenebilir adini veririz;
aksi takdirde S’nin indirgenemez oldugunu soyleriz. Sekil 7’deki o6rnek 4

indirgenebilirdir ¢iinki 2 ile 3 arasindaki bagin kaldirilmasi bilegeni iki dengeli

20Bir yildiz aginda, merkezde herkesle baglantili olan bir birey (6rnegin 2) vardir ve merkezdeki
birey disindaki herhangi iki birey, merkezi birey araciligiyla dolayl olarak baglantilidir.

#IBir ag g, bu agdaki tiim baglantilar k = {1, ...,n — 1} i¢in gy-1(4) p-1(k+1) = 1 olarak yazilabildigi
birebir 6rten bir fonksiyon b: N — N varsa bir patika agidir. Patika aginin en basit érnegi, b(i) = i
olan 7’daki 3 agidir, ancak 2 ve 4 érnekleri i¢in bir birebir 6rten (bireyleri yeniden adlandiran) fonksiyon
bulabilir ve boylece bireylerin adlar1 birebir 6rten fonksiyon yoluyla degistirildiginde 6rnek 3 ile aym
hale gelirler. Bu nedenle, 2 ve 4 6rneklerindeki aglar da patika aglaridir.

22{1,2,4,5} arasindaki baglantilar yildiz agma, {1,2, 3,4} ile {1,5,6} arasindaki baglantilar ise yol
agina benzemektedir.

23spat icin ekteki Lemma 24’ye bakiniz.
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bilegene boler: {1,2,4,5}, {3,6}. Sekil 7’deki diger tiim bilegenler indirgenemezdir.
Ayrica bir eglesmedeki tiim bilegenler indirgenemez bilegenlerdir ve tam eglesmede n
indirgenemez bilesen vardir ki n ashinda bir agda sahip olabilecegimiz en yiiksek

indirgenemez bilegen sayisidir.

3.1.3 Risk Paylasim Mekanizmast

Her bireyin y; > 0 gerceklegen gelirinin yiiksek ya da diigiik olabilecegini varsayiyoruz:
yg > yr olmak tizere y; € {yr,yn}. Ayrica topluluklar arasi gelirlerin tam negatif
korelasyonlu oldugunu, yani tiim ¢ € {1,..n} ve tiim j € {n +1,...,2n} i¢in y; = y;, <
y; = yu oldugunu varsayiyoruz. Her iki toplumdaki bireyler esit olasilikla diisiik veya
yiksek gelirle kars1 karsiya kalabilirler. Ancak aynmi topluluktaki bireylerin gelirleri
farkli degildir. y = %yH + %yL ortalama gerceklesen geliri gostersin.

Bireylerin gelirlerini g ag1 araciligiyla paylastiklar1  bir gelir paylagim
mekanizmasini inceleyecegiz. Her iki toplumdaki bireylerin gelirleri gerceklestiginde,
rastgele secilen bireyler agdaki partnerleriyle bir araya gelirler ve her bir araya
geldiklerinde gerceklegen gelirlerini egit olarak paylagmayi1 taahhiit ederler. Bu
rastgele bir araya geliglerin tekrarlandigini ve herhangi birey c¢iftinin segilme
olasiliginin pozitif oldugunu varsayiyoruz. Yukaridaki mekanizmanin nasil isledigini
gormek icin, A toplulugundaki gelirlerin yy ve B toplulugundaki gelirlerin vy,
oldugunu varsayalim. Sekil 7’deki 3 agini ele alalim. Gelir paylagimi yalnmizca farkh
topluluklardan birey ciftleri bir araya geldiginde olacaktir. Bu ¢ift, 3 agindaki 3 ve 4
bireyleridir. Bir araya geldikten sonra gelirleri i olacaklardir. Diyelim ki bir sonraki

adimda, 3 bireyi 2 bireyiyle bir araya geliyor ve gelirlerini paylagiyor. Bu durumda
ya +y

gelirleri artik olacaktir. Gelir paylagim mekanizmasindaki adimlar devam
ettikge ve birey ciftleri birbirleriyle yeterince sik karsilastikca, agdaki herhangi bir
bilesenindeki bireylerin gelirleri ait olduklari bilesenin ortalama gelirine yakinsar.
Limitte, gelir paylagim mekanizmasi1 sanki her bilegsendeki bireyler gelirlerini bir araya
getirip bilegenin toplam gelirini esit olarak paylagtigi duruma denk olur. Yukarida
agikladigimiz  gelir  paylasim  mekanizmasi ~ Bramoullé ve Kranton  (2007c¢)
caligmasindaki mekanizmaya benzer. Bramoullé ve Kranton (2007c) ¢alismasindaki 1
onermesi, siire¢ sonsuza yakinsadiginda, bir agdaki her bireyin gelirinin bu gelir
paylagim mekanizmasi sonunda bilesenindeki ortalama gelir diizeyine yakinsadigin
gosterir.  Bireyler bir araya geldiklerinde gelirlerini paylagtiklar: icin su ana kadar
yukaridaki mekanizmay1 gelir paylagimi olarak adlandirsakta bizim caligmamizin

baglaminda bireyler risk paylagimi yapmaktadir. Dolayisiyla bundan sonra gelir

paylagimi yerine risk paylagimi ifadesini kullanacagiz.
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Agda risk paylasimindan sonra, bir bilesendeki bireyin geliri, bilesendeki farklh
topluluktan bireylerin goreceli biiyiikliiklerine yani s* ile s” biiyiikliiklerine ve hangi
toplulugun diigiik veya yiiksek gelirle karsi karsiya olduguna baghdir. Eger A
toplulugu yiiksek bir gelire sahipse, risk paylagimindan sonra bilesen S’deki tiim

bireylerin gelirleri

shym + sPyr
s

ve eger B toplulugu yiiksek bir gelire sahipse, bilegsen S’deki tiim bireylerin gelirleri

sy + s"yn
s
olur.

Her toplumun gerceklesen gelirinin yiiksek veya diigiik olmasi egit olasilikla
gerceklestiginden ve toplumlar arasinda gergeklesen gelirler tam negatif korelasyona
sahip oldugundan, risk paylagimindan sonra S(g) bilesenine ait olan tim i
bireylerinin 7;(g) beklenen geliri asagidaki ifadeye esittir:

- st (@)ym +sP(8)yr | 1s(8)yr +sP(8)yn

vi(g) = 2 5i(@) +3 (@) =y (3.1)

Bu ifade de toplama isaretinden onceki terim, A toplulugunun geliri yiiksek
oldugundan S;(g) bilesenindeki ¢ bireyinin beklenen gelirini gosterirken, sonraki terim
ise B toplulugunun yiiksek gelir elde ettigi durumda S;(g) bilegsenindeki i bireyinin
beklenen gelirini gosterir. Birey i'nin beklenen gelirinin risk paylagimindan sonraki
ortalama gelire esit oldugu ve birey ¢'nin beklenen gelirinin bireyin bilesendeki
pozisyonundan bagimsiz oldugu fark edilebilir. Nitekim, ayni bilegsendeki her bireyin
beklenen geliri de aynidir.

Aglar tizerinden risk paylagimi ile ilgili literatiirde farkli risk paylagim
mekanizmalar1 da vardir.  Ornek olarak, Ambrus vd. (2012) farkli topluluklarda
bulunan bireyler arasindaki stratejik transfer kararlarini ele alir. Modelimizdeki risk
paylagim mekanizmasinin stratejik bir yonii yoktur.  Bireylerin risk paylasim
mekanizmasinda bir araya geldiklerinde gelirlerini arkadaslariyla esit olarak
paylagmaya kararli olduklarim1 ve gelirlerini gizleyemediklerini veya gelirlerini
paylagsmay1 reddetmediklerini varsayiyoruz.

Bireylerin g risk paylasim aginda beklenen gelirlerine gore kesin artan ve kesin

icbiikey bir v(y) fayda fonksiyonu oldugunu varsayiyoruz. Bireylerin beklenen faydasi
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asagidaki gibi ifade edilebilir.

o L (s @y +sP @y 1 (st @)y + 5P (8)ym
si(e) =y (MR ) o (HERTEE)

A B

Birey imin beklenen faydasi, ait olduklari bilesendeki s;* ve s;nin goreceli

boyutlarma baghdir. Dengeli bir bilesende, yani s = sP iken, i bireyinin risk
paylagimindan sonra gelirinde herhangi bir belirsizlik kalmaz, ¢linkii hangi toplulugun
yiksek gelire sahip oldugundan bagimsiz olarak, birey ¢nin geliri ¥ ortalama gelire
esittir. Bu durumda, ¢ bireyi v’nin kesin ic¢biikeyligi nedeniyle en yiiksek beklenen
faydaya ulagir. Bu gozlemi daha net ifade etmek icin, 3.1 denklemindeki 7 bireyinin
beklenen geliri su gekilde yeniden yazilabilir.
A _ B
= |ZA+7§B| Y —yL) =

olmak tlizere

R 1/ |s4 =35s8 _ 1/_  |s4—sB _
yi(g)—§< -5 W—yr) +§ y+w(yH—y)

sA + sB
—lr m+lt+A%f
—2y 2?/ =Y

Dengeli bir bilesende A = 0 olur ve gelir riski risk paylagimi yoluyla tamamen
ortadan kaldirihr. Dengeli bir bilesende i bireyinin beklenen faydasi E;(g) = v(7)’ye
esittir.  Ote yandan, beklenen fayda bir bireyin hi¢c baglantis1 olmadigimda (siradan
bilesende) veya bir birey yalnizca bir topluluktan bireyler igeren bir bilegende
oldugunda en digiiktiir. Bu durumda ise beklenen fayda %v(yH) + %v(yL)’ye esittir.
En yiiksek beklenen fayday1r © = w(y) ile ve en digiik beklenen fayday:
v = 1v(ym) + 2v(yr) ile gosteriyoruz. Bir bireyin beklenen faydasim hesaplamak i¢in
ihtiyag duydugumuz tek bilgi, ait oldugu bilesendeki A toplulugundan ve B
toplulugundan olan bireylerin sayist oldugundan, p = s(g) ve ¢ = sZ(g) olmak iizere
EU;(g)’yi ifade etmek i¢in FU;(p, q) yazabiliriz.

Bireyler ag iizerinden risk paylasimindan faydalansa da, bu baglantilar
olugturmanin ve siirdiirmenin maliyetli oldugunu da varsayiyoruz. Her bir baglantiyla
iligkili bu maliyeti, iki birey arasinda gelir transferinin maliyeti veya gelirin bir
kismimin iki topluluk arasinda veya aymi topluluk iginde paylasilirken kaybolmasi
olarak da yorumlanabilir. Gelir transferinin veya baglantilarin maliyetinin, farkh
topluluklar arasinda paylasildiginda ayni topluluk i¢inde paylagildigindan daha

yiksek oldugunu varsayiyoruz. Aym topluluktan iki birey arasindaki bir baglantinin
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maliyetini ¢; olarak ve farklhh topluluklar arasinda bir baglantiy1 siirdiirmenin
maliyetini cy olarak gosteriyoruz ve cy > ¢y oldugunu varsayiyoruz. Dolayisiyla ¢

bireyinin g aginda baglantilarinin toplam maliyeti su sekilde yazlabilir.

d(g)er + dP(g)cy, eger i € N4
Ci(g) = (3.3)

d@-A(g)CH + d?(g)cL, eger i € NB
Son olarak, g risk paylagim agindaki ¢ bireyinin net beklenen faydasi, ag iizerinde
risk paylasimi sonrasi elde edilen beklenen faydadan toplam baglanti maliyetinin

¢ikarilmasiyla elde edilen degere esittir:

Ui(g) = EU(g) — Ci(g) (3.4)

3.2 Verimli Aglar

Bu boliimde, verimli risk paylagim aglarini ele alacagiz. Verimli ag toplam faydanin

maksimize edildigi agdir. Tam bir tanim vermek gerekirse, W (g)

W(g) =) Uilg)
ieN

olmak tizere, g ag1, W(g') > W (g) olacak sekilde bagka bir g’ ag1 yoksa verimlidir.

Asagidaki lemma verimli bir agda gereksiz baglanti olmadigini gosterir.  Bir
bireyin beklenen faydasinin ait oldugu bilesendeki baglantinin yapisina degil, farkh
topluluklardaki bireylerin goreceli biiyiikliiklerine bagli oldugundan, bir bilegendeki
gereksiz bir baglantiy1 silerek, bireyler ayni bilesene ait kalir ve bilesendeki her bireyin
beklenen faydasi ayni kalirken, bilegenlerdeki tiim baglantilarin maliyeti, gereksiz
baglant1 topluluklar arasi baglantiysa 2cy, topluluk ici baglantisiysa 2c¢;, kadar azalir.
Dolayisiyla her hangi bir agdaki bilesenlerde gereksiz bir baglant1 varsa o ag verimli

olamaz.
Lemma 6 Verimli bir agda gereksiz baglanty yoktur.

Yukaridaki lemmanin sonucu, verimli bir agdaki tiim bilegenlerin asgari baglantil
olmasidir. Bir sonraki lemmada, verimli bir risk paylagim aginda, tiim siradan olmayan
bilegenlerin her iki topluluktan da bireyler icerdigini gosteriyoruz. Baska bir deyisle,
verimli bir agda, ayni topluluktan olan bireylerden olugan siradan olmayan bir bilegen
yoktur, ¢linkii bu tiir bilegenlerdeki tiim bireylerin beklenen faydalari, bu bireylerin hig

arkadaglar1 olmadiginda beklenen faydalari olan v degerine egittir. Bu nedenle, yalnizca
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bir topluluktan bireyler iceren bir bilesendeki tiim topluluk i¢i baglantilarini silersek
beklenen fayda degismezken maliyetler azaldigindan toplam net fayda artar. Ayrica,
verimli bir agin tiim siradan olmayan bilegenlerinde tam olarak bir topluluklar arasi
baglant1 vardir. Bunu gérmek icin de, verimli bir agda s4, s® > 0 olan siradan olmayan
bir bilesen S diigiiniin. Lemma 6’dan dolay1 bilesende s — 1 tane baglant1 oldugunu
biliyoruz. cy > c¢; oldugundan, s — 1 baglantinin maliyeti en aza indiren durum
topluluklar arasmda yalnizca bir baglant1 olacak sekildedir. Oyleyse bu bilesendeki
toplam maliyet (s — 2)cy + cg'ye egittir. Son olarak agsagidaki lemmada, verimli bir
agin siradan bilegenlerinin hepsi, cy < ¥ — v oldugunda ayn topluluktan oldugunu da

gosterecegiz.

Lemma 7 Verimli bir agda, siradan olmayan tim bilesenler her iki topluluktan da
bireyler i¢erir ve yalnizca bir topluluklar arasy baglantisy vardwr. Dahasi, cg < UV — v

oldugunda, siradan bilesenlerin tumu ayni topluluktandar.

Lemma 7’a gore, verimli bir risk paylagim aginda p tane siradan olmayan bilegen
S1y ..y Sp ve ¢ tane siradan bilegen {i1}, ..., {i,} olmak iizere bilesenler kiimesi S(g) =
{S1, ..., Sp, {ir}, ..., {ig}} olarak yazilabilir. Dahasi, siradan olmayan tiim bilegenler her
iki topluluktan da bireyler icerir, her k = {1, .., p} icin SN N4 # 0, S,.NNZ # () ve her
siradan olmayan bilesende yalnizca bir topluluklar aras1 baglant1 vardir. Bu nedenle,
verimli bir agda p adet topluluklar aras1 baglant: vardir ve > 7 _ (s —2) =2n—q—2p
topluluk ici baglant1 vardir. Her baglantida iki birey yer aldigindan, verimli bir g
agindaki tiim baglantilarin toplam maliyeti ) ..\ Ci(g) = 2(pcy + (2n — q — 2p)cy)’ye
egittir. Siradan bilegen sayisi ¢ i¢in bir iist sinir vardir. 0 < p < n oldugu ve topluluklar
aras1 bir baglant1 her iki topluluktan en az bir birey gerektirdigi icin, 0 < ¢ < 2n —
2p?* olacaktir. Ancak cy < ¥ — v ise, verimli bir agdaki tiim siradan bilesenler aymi
topluluktandir: i, € N4 tiim 1 < k < ¢ icin veya i, € NZ tiim 1 < k < ¢ icin. Bu
durumda, siradan bilegenlerin sayisi, ¢, ¢ < n — p ile simirhdir.

Asagidaki onerme, verimli risk paylagim aglarinin kiimesini karakterize eder.
Onerme 8 Risk paylasim aglarnda,
i. ejer cg >7T —v ve cy +2(n — 1)cg, > n(v — v) ise, tek verimli ag bosg agdur,

1. egercy <V—uv vecy < 2cyp ise, bir ag ancak ve ancak tam eslesme ise verimlidir,

24Bog aglar icin, p = 0, ¢ = 2n. Tam eslesme icin, p = n ve ¢ = 0. Asgari patika ag1 icin, p = 1 ve
q=0.
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iii. eger 2cp, < cg ve cg + 2(n — 1)cp, < n(v — v) ise, bir ag ancak ve ancak asgari

patika agi ise verimlidir.

Verimli aglar kiimesi Sekil 9’da farkli maliyet degerleri icin gosterilmistir. Onerme
8’te listelenen ¢ tiir agin verimli oldugu maliyet degerleri kesik ¢izgilerle belirlenen
alanlardir. Eger maliyet degerlerindeki esitsizliklerden herhangi biri esitlikle saglanirsa,
Sekil 9’daki bu esitsizlik i¢in komsu olan ag tiirlerinin her ikisi de verimlidir. Topluluk
ici maliyetlerin, topluluklar arasi maliyetlerden az oldugunu, c¢; < cpy, varsaydigimiz

icin tlim olas1 maliyet degerleri Sekil 9'da c;, = cy ¢izgisinin altindaki bolgede olacaktir.

Sekil 9
Risk Paylasim Aglarinda Farkl Maliyet Degerleri icin Verimli Aglar
Cr, , C, = CqHy
7/
7
7/
7/
/
7/
7/
7/
7/
7/
7/
7/
/
/
7/
7/
7/
_ 7
V=V frrorm e '/( . QCL =cCy

/ Q&
- s
v b AL e =7 —
5 S //»F\\\ 2c;, =TV —w
Y _ : ~—<_
//\ib) -7 : T~
e asgari patika ~~cy+2(n—1)c, =n(v—v)
- :
ord
///
v—v CH

Onerme 8deki sonuclar gormek i¢in, Lemma 7’nin bir sonucu olarak, p adet
topluluklar arasi baglantiya ve ¢ tane siradan bilegene sahip bir g ag1 disiinelim.
Onerme 8'de listelenen fii¢ tiir verimli aga ulagmak icin agdaki g baglantilarim
degistirebilir ve toplam refahin kesinlikle arttigini gosterebiliriz ki bu da istenen
sonuclar1 gosterir.

Bos agin verimli oldugunu goérmek icin, g'deki tiim baglantilar1 sildigimizi
varsayalim. Toplam fayda 2(pcy + (2n — ¢ — 2p)cr) artarken, toplam beklenen fayda
azalir. Ancak toplam beklenen faydadaki azalma, tim 2n — ¢ bireyin ag g’deki
siradan olmayan bilegsenlerde oldugunu ve en yiiksek beklenen faydaya ¥ sahip

oldugunu varsayarsak, en fazla (2n — ¢)(¥ — ») olur. Dolayisiyla beklenen net



44
faydadaki degisim

(2n —q—2p)(2c, —V+v) +2p(cyg — T+ v) (3.5)

olacaktir. Toplam faydaki degisim eger cy > v—wv ve 2¢;, > v —w ise tam pozitiftir. Bu,
Sekil 9’da bog agin verimli oldugu bélgenin, 2¢;, = v — v ile gosterilen noktal ¢izgisinin
tistiindeki kismudir. Sekil 9'daki bos ag icin kalan bolgede®®, 3.5 denkleminin ilk kismi
negatif olabilir. Ancak Denklem 3.5’in en diigiik degeri g'nin asgari patika agi oldugu
durumdur: p = 1 (Eger p = 0 ise, g de bog agdir) ve ¢ = 0. O zaman, Denklem 3.5
asagidaki denklemden biiyiik olur.

(2n—2)(2c, —T+0v)+2(cg —T4+v) =2(cyg +2(n — 1)ep — n(T +v))

cy + 2(n — 1)cp, > n(v — v) oldugu i¢in bu son denklem tam pozitif olur. Her iki
durumda da tiim baglantilar silmek toplam fayday: kesinlikle artiracagindan bog ag
tek verimli agdir.

Onerme 8in ikinei kismim gérmek icin, ¢ < T—v ve ¢y < 2¢, oldugunu varsayalim.
g agindaki tiim 2n— g —2p topluluk i¢i baglantilar silersek (boylece birbirleriyle birebir
eslesen 2p birey olur) ve topluluk i¢i baglantilar: sildikten sonra hig arkadasi olmayan
bireyler arasinda n — p topluluklar aras1 baglanti eklersek, sonug olarak tam eslesmeye
erigiriz. Tim baglantilarin toplam maliyeti (2n — ¢ — 2p)2cy, — (n — p)cy kadar degisir
ve toplam beklenen fayda en az (v — v) kadar artar. Beklenen net fayda agagidaki

ifade kadar degisir.

2(n —p)(2c, —cy) +q(v—v—2¢1) > q(2(2¢, —cy) +T—v — 2¢y)

=q@—v—cy)+q2c —cy) >0

Ik esitsizlik, topluluklar arasi baglantmimn maliyeti diigiik oldugunda (cy < T —) ¢ <
n — p olmasindan kaynaklanir ve ikinci egitsizlik maliyetler hakkindaki varsayimlardan
kaynaklanir. Bu nedenle, tam eglesmeler, c; < 7—v ve ¢y < 2¢p, oldugunda tek verimli
aglardir.

Son olarak, asgari patika aglarinin verimliligini gormek i¢in, g agindaki siradan
olmayan bir bilesendeki tek topluluklar arasi baglantiy: sildigimizi ve onu 2 topluluk
ici baglantisiyla degistirdigimizi varsayalim, boylece siradan olmayan bilegeni bagka

bir siradan olmayan bilegenle birlestirmis oluruz. Bu, iki topluluk i¢i baglantinin bir

Bey >0 —w,2c, <V—vvecy+2(n—1)cr > n(v— v) degerlerini saglayan bolge.
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topluluklar arasi baglantidan daha az maliyetli olmasi nedeniyle toplam baglanti
maliyetini azaltir: 2c;, < cy. Bu siireci tekrarlayarak baglangic agindaki tiim siradan
olmayan bilegenlerin tek bir siradan olmayan bilesene doniigtiigii bir aga ulagiriz.
Daha sonra, tiim siradan bilegenleri tek siradan olmayan bilesene eklersek ortaya
gikan ag asgari patika agidir. Toplam maliyetteki degisim, 2(p — 1)(cy — 2cr)
(topluluklar arasi p — 1 baglantimin iki topluluk i¢i baglantisiyla degistirilmesi ile),
—2qcy, (tek siradan olmayan bilegene ¢ siradan bilegenin eklenmesi ile) ve ¢(v — v) (g
siradan bilesendeki bireylerin toplam beklenen faydasindaki en az artig) toplamina

esittir. Toplam net faydadaki degisim en az
2(p—1)(cg — 2¢1) + q(v —v — 2¢yp) (3.6)

olacaktir.
Ag g iginde en az bir topluluklar arasi baglant1 oldugu (p > 1) varsayildiginda,
2cp, < cy ve 2¢p, < U —w ise 3.6 denklemi tam porzitiftir. Eger g aginda p = 0 ise, yani

g bos ag ise, o zaman 3.6 denklemi yeniden yazilabilir:
2(n(v—v) —2(n—1)c, —cqy)

ki cg 4+ 2(n — 1)ep, < n(v — v) varsayumi sebebiyle yukarida ifade tam pozitiftir.
Dolayisiyla, eger 2¢;, < cg ve ¢y + 2(n — 1)cp, < n(v — v) ise, bir ag ancak ve ancak
asgari patika agiysa verimlidir.

Bos ag hari¢ tiim verimli aglarda, bireyler gelir riskine kargi tam sigortaya erigir ve
en yiiksek beklenen gelir faydasina v sahiptir. Bos ag disindaki verimli aglarda tam
risk paylagimi saglandigi ve bireyler en yiiksek beklenen faydaya eristigi icin hangi ag
turiiniin verimli olacag ise iligkilerin toplam maliyetlerine baglidir. Topluluklar arasi
maliyet topluluk i¢i maliyetinden yeteri kadar diigiikse (c¢y < 2¢) her iki topluluktan
birer bireyin baglant1 kurdugu tam eslesme en verimli ag olacaktir. Aksi tiirlii ise her iki
birey arasinda topluluklar arasi baglant1 maliyetine katlanmak yerine her iki toplulugu
birbirine baglayan tek bir baglanti ile maliyetlerin an aza digurildigi asgari patika

aglar1 verimli olacaktir.

3.3 1Ikili Kararlh Aglar

Bu kisimda ikili kararh aglari inceleyecegiz. Ikili kararhlik bir denge kavrami olarak
verimlilik denge kavramindan onemli bir sekilde ayrilir. Verimli aglar1 caligirken

tanim geregi toplam faydayr maksimize eden ag1 tespit etmeye calisiyorduk.
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Bireylerin verimli aglardaki konumlar1 ve sahip olduklar1 baglantilar hakkinda
tercihleri yoktur. Bir bakima verimli aglar, toplumu bir araya getiren bireylerin
toplumsal fayda ic¢in kisisel faydalarindan vazgectigi veya bir politika yapicinin
bireyler arasindaki baglantilara karar verme giicii oldugu bir durumdaki dengedir.
Ikili kararlilik ise bireylerin sahip olduklari baglantilar arasinda tam bir tercih ve
karar yetkisine sahip olduklari durumlar1 inceleyen bir denge kavramidir. Verimli
aglar olast tiim aglar1 tarayarak toplam faydayr maksimize eden aglar1 ararken ikili
kararl aglar daha yerel diizlemde her bir bireyin i¢inde bulundugu ag ile bu ag ile bu
bireyin taraf oldugu tek bir baglantida farkl olan diger aglari yine bu birey agisindan
kargilagtirir. Bu bakimdan ikili kararli aglarin ayni zamanda verimli olup olmadiklar:
ilgi ¢ekici bir sorudur. Bu boliimde bu sorularin cevaplarin arayacagiz.
Ikili kararh bir ag, hicbir bireyin tek bagina mevecut bir baglantiy1 silmenin ve hicbir
iki bireyin yeni bir baglant1 olugturmanin faydalarina olmadigi bir agdir. Bir ag g eger

asagidaki sartlar1 saghyorsa ikili kararhdir.
(i) tim ij € g i¢in, Us(g) > Ui(g —4j) and U;(g) = U;(g —1j), ve
(i) tiim ij € g icin, eger U;(g +ij) > U;(g) ise U;(g +ij) < Uj(g).

Risk paylagim aglarinda, lemma 6 ikili kararli aglar i¢in de gecerlidir. Eger gereksiz
bir baglant1 varsa, iki birey de gereksiz baglantiy1 silmekten fayda elde eder ¢ilinkii bu
maliyetleri diigtiriirken, tiim bireyler hala ayni bilesene ait oldugundan beklenen gelir

faydast ayni kalir.

Lemma 9 Ikili kararl bir agda gereksiz baglanty yoktur, yani tim bilesenler asgari

baghdar.

Sonraki lemma, ikili kararli bir agin tiim siradan olmayan bilegenlerinin dengeli
bilegenler olmasi gerektigini gosterir. Bunu gormek igin, ikili kararli bir agin g
dengesiz, siradan olmayan bir S bilegeni oldugunu diigintin.  Degerlendirilmesi
gereken iki durum vardir. Bu bilesen yalnizca bir topluluktan veya her iki topluluktan
da bireyler icerebilir. Ik durumda, tiim bireylerin bir baglantiy1 silme tesviki vardir
¢inkii bunu yapmak yalnizca baglantinin maliyetini diigtiriirken beklenen fayday:
sabit tutar. Ikinci durumda s? > s oldugunu varsayalm. Lemma 9’a gore, bilesen
asgari baghdir ve derecesi 1 olan en az iki birey vardir. Eger 1 baglantiya sahip
bireylerden biri A toplulugundan ise, bu bireyin (tek) arkadagi baglantiy1 silmesi
faydasina olur ve yeni bilesendeki topluluk {iyelerinin boyutu azaldikca beklenen

fayday1 artirarak kendi faydasini artirir ve ayrica baglant1 maliyetini de diigtirtir. Eger
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tek baglantiya sahip tiim bireyler B topluluguna aitse, o zaman bilesende Gyle bir
baglant1 vardir ki, bu baglant1 kaldirildiginda bilegen iki bilesene boliiniir, bunlardan
biri dengeli bilesendir. Dolayisiyla, bu baglantiya dahil olan ve yeni dengeli bilegsene
ait olan birey faydasini artirir. Bu birey icin faydadaki artig iki yonliidiir: Beklenen
gelir faydasi artik miimkiin olan en yiiksek olan v’ye esittir ve ayrica baglantilarin
maliyeti azalir. Ayrintilar icin ekteki lemmanin kanitina bakinz. Dahasi, lemma 10
tim dengeli bilegenlerin indirgenemez oldugunu gosterir, ¢iinkii aksi takdirde dengeli
bilegen S’de ¢ ve j arasinda bir baglant1 vardir ve bu baglant1 kaldirildiginda bilegen S
iki dengeli bilesene S’, S” boliiniir, oyle ki S’US”" =S vei € 8 ve j € §”. O zaman
hem ¢ hem de j baglantiy1 silmek icin tesvike sahiptir, ¢iinkii bu yalnizca

baglantilarin maliyetini azaltir.

Lemma 10 [kili kararl bir ajda, swradan olmayan tim bilesenler dengeli bilesenlerdir.

Ayrica, ikili kararl bir agdaki tim dengeli bilesenler indirgenemezdir.

Lemma 10'un dogrudan bir sonucu, dengesiz, siradan olmayan bir bilegsene sahip
bir agin ikili kararli olmadigidir. Ek olarak, dengeli bir bilegendeki bireyler gelir riskine
kargt tam sigortalanir ve en yiiksek beklenen fayda v’yi elde eder. Ancak Lemma 10,
ikili kararh bir agdaki siradan bilesenlere herhangi bir kisitlama getirmez. Bir sonraki
Lemma, topluluklar arasi baglantilar yeterince kiigiikse, ikili kararli bir agda siradan

bilesen olmadigini gosterir.
Lemma 11 FEger cy < v — v ise ikili kararl bir agda siradan bir bilesen yoktur.

Lemma 11’daki kosul tersine gevrilirse, tek ikili kararh ag, sadece siradan bilegenlere
sahip bog ag olur. ¢y < U — v oldugunda, tiim tam eslesmeler ikili kararlidir ancak
baska ikili kararl aglar da vardir. Ikili kararli aglarla ilgili sonucumuzu belirtmeden
once son bir notasyonu tamtmamiz gerekiyor. Bilegen kiimesi S(g) = {Si,..., Sk}
olan g agini ele alahm. Lemma 10’a gore tiim bilegenler dengeli, siradan olmayan ve
indirgenemezdir. Herhangi bir i € Spnin beklenen faydasmim EU;(si, sP) seklinde

yazilabilecegini belirtmistik. Ayrica beklenen fayda asagidaki esitsizlikleri saglar

EU(sp —1,58) > EU(syy —2,50) > ... > EU(1,sP)
EU(sp s —1) > EU(si, 58 —2) > ... > BEU(si, 1)

s*mn en biiyiik bilesenin biiyiikliigiiniin?® yarisim ifade etsin: s* = %max{sl,  SK}-

26Tiim bilesenler dengeli oldugundan s* cifttir ve en biiyiik bilesendeki yalnizca A toplulugundan
veya yalnizca B toplulugundan olan bireylerin sayisini gosterir.
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Bu durumda tum k& = {1, ..., K} i¢in agagidaki esitsizlik saglanacaktir
EU(s* —1,8*) > EU(sp — 1,5P) (3.7)

Son olarak FU*(g) = EU(s* — 1,s*) bu bilegenden elde edilen beklenen fayda olsun.

Asagidaki onerme, ikili kararli aglarin kiimesini karakterize eder.

Onerme 12 Risk paylasim aginda,
1. eger cy > v — v ise, bos ag tek ikili kararl agdar,

1. eger cg < U — v ise, tum tam eslesmeler ikili kararhdir ancak baska ikili kararl
aglar da vardwr. Ttim bilesenlert siradan olmayan, dengeli ve indirgenemez olan

herhangi bir ag g eger cy < T — EU*(g) ise ikili kararldar,
iii. eger cg <Tv—v vecy, <v— EU(n —1,n) ise, asgari patika agr ikili kararldur.

Topluluklar arasi1 bir baglantinin maliyeti, risk paylagiminin maksimum kazanci
olan cy > v — v’den daha yiiksek oldugunda, yalnizca bog ag ikili kararlidir. Hig
kimsenin topluluklar arasi bir baglant1 eklemek icin tegviki olmadigindan bosg agin
ikili kararli oldugu aciktir. Bog agin ikili kararl tek ag oldugunu gormek iginse, bos
agdan farkh bir agin ikili kararli oldugunu varsayalim. Lemma 10’dan dolay1 bu agdaki
bilegenler dengeli ve indirgenemezdir. O zaman en az iki birey arasinda topluluklar
aras1 bir baglant1 vardir. Topluluklar aras1 baglantiy1 silerek, her iki birey de toplam
maliyetlerini cy kadar azaltarak faydalarini arttirirken beklenen faydadaki maksimum
azalma v — v’ye esittir. Kazan¢ cyg maksimum kayip ¥ — v’den biiyiik oldugunda, her
iki birey de topluluklar aras1 baglantiy1 silmekten kazang saglar.

Ancak, risk paylasimimmin  maksimum kazanci topluluklar arasi baglanti
maliyetinden daha yiiksek oldugunda, tam eslesmeler ikili kararhidir ve ayrica diger
ikili kararl aglar da vardir. Bilegenleri siradan olmayan, dengeli ve indirgenemez olan
herhangi bir ag, cy yeterince diigiikse ikili kararhdir. Ornegin, yildiz ag1 (Sekil 7’deki
ag 1) ve Sekil 7’deki ag 5, n = 6 igin ¢y < v — EU(3,2) ise bu tiir ikili kararl aglara
ornektir. Bu aglarin cy yeterince diisiik oldugunda neden ikili kararli oldugunu
gormek ic¢in, bir baglantiy1 silmek ic¢in tesvik olup olmadigini kontrol etmemiz
yeterlidir. Tiim bilegenler asgari bagl oldugundan, bir baglantiy1 silmek bir bilegeni
ikiye boler ve tim bilegenler indirgenemez oldugundan, yeni iki bilesen dengesizdir.
Bu nedenle, dengeli bir bilesendeki bir baglantiy1 silmek beklenen fayday1 azaltir.
Beklenen faydadaki azalma, yeni bilesendeki A ve B topluluklarindan bireylerin

arasindaki fark minimumsa en diigik olur. Beklenen faydada en diigik azalmaya
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sahip olan bireyler, Sekil 7’deki yildiz agindaki 2 numarali birey ve ag 5'teki 1, 2 ve 5

numarali bireylerdir??

. Bir baglantiy1 silmenin getirisi maliyetteki diiglistiir ve getiri,
baglant1 topluluklar arasi baglant1 oldugunda en yiiksektir. Eger ¢y < v — EU(3,2)
ise, o zaman her iki agdaki bir baglantiy1 silmenin en yiiksek net faydasina sahip olan
bireyler bile bir baglantiy1 silmek icin tesvike sahip degildir. Bu nedenle,
cy < U — EU(3,2) oldugunda, bu tiir aglar ikili kararli olur.

Sekil 7’deki 1 ve 5 aglarinda yalnizca bir bilesen vardir. Agda birden fazla bilesen
oldugunda, en yiiksek boyuta sahip bilesen cy’nin st sinirini belirler. Her bilesende,
bir baglantiy1 silmek i¢in en yiiksek tegvike sahip olan birey, yalnizca bir arkadas: olan
bir bireyle baglantis1 olan bireydir.?®. Denklem 3.7, herhangi bir bilesenlerdeki bir
baglantiy1 silmek icin en yiiksek tegvike sahip tiim bireylerin i¢inde bu bilegenlerden
en biiyiik bilesene ait olan birey beklenen faydada en diigiik diigiisii deneyimledigini
ifade eder. Eger ¢y < v — FU*(g) ise, bu bireyin bile bir baglantiy1 silmek i¢in higbir
tegviki yoktur. Ayrica, agda birden fazla bilegen oldugunda, yeni bir baglanti eklemek
i¢cin hi¢ kimsenin tesgviki olmadigi agiktir, ¢cinkii yeni bir baglant1 eklemek iki dengeli
bilegeni birlestirir ve bireyler beklenen faydada herhangi bir fayda saglamadan yalnizca
ek maliyete katlanmak zorunda kalirlar®.

Son olarak, verimli aglardan biri olan asgari patika agi, c; yeterince kiigtlikse ikili
kararhdir. Asgari patika aginin ikili kararliligi i¢in, ¢y < U — v ise asgari patika
agindaki tek topluluklar arasi baglantiy1 silmek icin bir tesvik olmadigindan cgy
tizerinde daha siki bir kosula ihtiyacimiz yoktur. Ancak topluluk ici baglantis:
kaldirilirsa, bu baglantiya dahil olan iki birey, beklenen faydada bir azalma olmasina
ragmen maliyetlerde c¢; kadar bir diigiis olur. Sadece bir bilesen oldugundan,
beklenen faydadaki en digiik azalma v — EU(n — 1,n)'e esittir. Eger
¢, <7 — EU(n —1,n) ise, o zaman hicbir iki bireyin bir baglantiy1 silmek i¢in tegviki
olmaz ve bu da asgari patika aginin ikili kararliligini temin eder.

Verimli aglar ile ikili kararl aglar karsilagtirildiginda tiim verimli aglarin ikili kararh
olmaya devam ettigini ancak verimli olmayan baz ikili kararli aglar oldugunu fark
edilebilir. Baglantilarin maliyetleri yeterince yiiksekse bog ag tek verimli agdir, ancak

yalnizca topluluklar arasi baglantinin maliyeti yeterince yiiksekse ikili kararhdir. Sekil

2TY1ldiz agindaki 2 numarali birey herhangi bir baglantisim silerse, beklenen faydasi EU(3,2)’ye
esit olur ve benzer gekilde 5 aginda sirasiyla 1, 4 numarali baglantiy: silerse, 2, 3 numarali baglantiy1
silerse ve 5, 6 numaral baglantiy1 silerse; 1, 2 ve 5 numaral bireylerin beklenen faydalar1 EU(3,2)’ye
esit olur.

28Y1ldiz aglarinda, bu kisi 2°dir ciinkii tek baglantisi olan bireylerin tamamininda baglantinin diger
ucundaki kigi 2’dir. Aymisi Sekil 7’deki 5 agindaki 1, 2 ve 5 bireyleri i¢in de gecerlidir.

29Yeni bir baglantidan énce ve sonra dengeli bir bilesene ait olduklar: icin, beklenen faydalar: en
yiiksek deger v’ye egittir.
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9’a bakildiginda, ¢y > v — v oldugunda verimli bir agin ya bos ag ya da asgari patika
ag1 oldugu, ancak asgari patika aginin ikili kararli olmadigr goriilebilir. Asgari patika
agiin ikili kararli olmamasinin nedeni risk paylagimindaki digsalliklarla ilgilidir. Bir
risk paylasim aginda, bir birey dogrudan baglantilarin maliyetini iistlenirken, birey
yalnizca dogrudan baglantilarindan degil, ait oldugu bilesendeki herkesten fayda saglar.
Asgari patika aginda, tam sigortanin kazancindan (v — v) daha yiiksek olan ¢ ’ye ek
olarak cy maliyetini tistlenen iki birey vardir. Faydalar1 negatif olsa bile, tiim diger
bireylerin dengeli bilegeni siirdiirerek pozitif digsalliktan faydalanmalarini saglarlar ve
bu da tiim bireylerin tam sigortaya ulagsmasini saglar. c¢; yeterince kiiciik oldugunda,
diger bireyler pozitif digsalliktan faydalanir ve asgari patika agindaki refah, bog agdaki
refahtan daha yiiksektir. Ikili kararl bir agda, bireyler pozitif digsalligi yaratmanimn
maliyetini bagka bir bireyin tistlenmesini tercih eder. Bu nedenle, asgari patika agindaki
tek topluluklar arasi baglantida yer alan iki birey pozitif digsalligin maliyetini 6demeyi
reddeder. Asgari patika aglarinin ikili kararli olmamasinin nedeni budur.
cy tam sigortanin kazancindan, v — v, diigiik oldugunda sadece tam eglesmeler
topluluk ici baglantilarinin maliyetinden bagimsiz olarak ikili kararhdir. 2c;, < cgy
oldugunda, yani asgari patika aglari verimli iken, toplam refahi maksimize etmek icin
tam eslesmedeki bireylerin topluluklar arasi baglantilar1 koparmasi ve bu topluluklar
arasl baglantiy1 iki topluluk i¢i baglantisiyla degistirmesi ile bireyler yeni ve daha
biiyiik bir dengeli bilegsene katilir.  Bu siirecte, yalnizca baglantilarin toplam
maliyetini azaldigi i¢in ayni prosediirii tekrarlarsak toplumsal refahi artar. Yukaridaki
prosediir surekli tekrarlanirsa, verimli olan asgari patika agina ulasiriz.  Fakat
topluluk i¢i baglantisinin maliyeti yeterince kiiciik olsa bile, 2¢;, < ¢y, tam esglesmeler
her ne kadar verimli olmasalarda ikili kararli olurlar. Bunun nedeni, yukaridaki
prosediiriin bir seferde birden fazla baglantiy1 koparmay1 ve eklemeyi gerektirmesidir;
oysa ikili kararlihk tammi, bireylerin miyop/6ngoriisiiz oldugunu dolayl olarak
varsayar ve bireylerin bir baglantiy1 ekleme veya silme kararina diger bireylerin nasil
tepki verebilecegini 6ngormesine izin vermez. Bu ayrica, ii¢ tiir verimli agdan baska
ciftler aras1 kararli aglarin neden oldugunu da agiklar. Bir agin tiim bilegenleri dengeli
(dolayisiyla siradan olmayan) ve indirgenemez oldugunda, bireylerin cy yeterince
diisiikse baglantilar1 silmek icin hicbir tesviki yoktur.?®. cp iizerindeki iist smur, bir

baglant1 kaldirildiginda beklenen faydadaki minimum kayba baghdir.

30Bireylerin, dengeli bir bilesene ait olarak tam bir sigorta elde ettikleri ve bir baglant1 eklemenin
yalnizca baglantilarin maliyetini artirdigi icin, baglantinin maliyetinden bagimsiz olarak baglant:
eklemek icin higbir tegviki olmadigini unutmayin.
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3.4 Dinamik Ag Olusumu

Bu boliimde bog bir ag ile baglayan dinamik bir ag olusum siirecini ele alacagiz.
Strecin her adiminda, rastgele bir baglanti secilir. Baglant1, stirecin oOnceki
adimlarinda zaten olusturulmussa, baglantiya dahil olan iki bireyden en az birinin
faydasini artiriyorsa baglantiy: silmeye karar verir ve aksi takdirde baglantiy1 tutmaya
karar verirler. Baglant1 hentiz olusturulmamissa, baglantiya dahil olan iki bireyin de
faydalarini artarsa baglantinin olusturulmasina karar verirler. Aksi takdirde, kisiler
baglantiy1 eklememeye karar verir ve siire¢ ayni ag ile bir sonraki adima geger. Fark
edilmeli ki bu siire¢ herhangi bir adimda ikili kararli bir aga ulagirsa tanim geregi
sonraki tiim adimlarda ag degismeyecektir. Dolayisiyla eger bir agda ikili kararli bir
ag varsa bu silire¢ o aga dogru yakinsayacaktir. Fakat yukarida bahsedilen stire¢ tiim
ikili kararli aglara yakimsamayabilir®. Dolayisiyla, genel anlamda, dinamik ag
olugturma stiregleri sonucu ortaya ¢ikan dinamik aglar ikili kararli aglar kiimesinin bir
alt kiimesi olacaktir. Bu bolimde hangi dinamik aglarin karsimiza c¢ikacagini
gosterecek ve bunlar ikili kararli aglar ile kiyaslayacagiz.

Teknik olarak, dinamik ag olugturma stireci, bir {g'}:2, aglar dizisidir; burada g?,
siirecin ¢t adimindaki ag1 temsil eder. Siirec, tiim 4,5 € N igin g?j = 0 olan bog g” agla
baslar. Her ¢ adiminda, 7, j bireyleri arasindaki bir baglanti, tiim ¢ # j icin p;; = p;; > 0
olacak sekilde p;; olasihgiyla rastgele secilir.

Herhangi bir ¢ adiminda secilen baglant1 agda zaten mevcutsa, gfj = 1, o zaman
bireyler i, j baglantiy1 silip silmemeye karar verir. Bireylerden en az biri baglantiy
silerek kendi faydasim (tam) artirirsa (U;(g' — ij) > Ui(g')) bu baglant1 silinir ve
g™l = g — ij olarak belirlenip bir sonraki adima gecilir. Baglantiy1 silmek (zayif bir
sekilde) her iki bireyin faydasim azaltirsa®, k € {i,j} icin Ux(g' — ij) < Ux(g'), o
zaman baglantiy1 tutmaya karar verirler ve gttt = gt olarak belirleriz.

Eger 15 baglantis1 g' aginda mevcut degilse, gfj = 0, o zaman bireyler bu baglantiy1
kurup kurmamaya karar verirler. Eger her iki bireyin de faydalarim (zayif bir sekilde)
artirtyorsa (k € {4, 7} icin Ug(g! + ij) > Ui(g')) baglantiy1 eklerler ve git! = gt + ij
olarak belirleyip bir sonraki adima geceriz. Aksi takdirde, en az bir bireyin faydasim
azaltiyorsa (U;(g! +1ij) < U;(g!)) baglantiy1 olusturmamaya karar verirler ve gttt = gt
olarak belirleriz.

Sonlu bir tam say1 T varsa Oyle ki tiim ¢ > T i¢in, t adimindaki ag T" adimindaki

31Bu gozlem tabi ki bizim siireci bog agdan baslatmamizdan kaynaklaniyor. Aksi tiirlii her ikili
kararl ag icin Oyle bir bagka ag vardir ki dinamik siireg ikili kararli aga yakinsar.

321kili kararlh ag tammu eger bir baglant1 bireylerin faydalarim degistirmiyorsa bu baglantimm
eklendigi ag1 ikili kararh sayar. Bir bakima tanmim daha fazla baglantinin oldugu aglar tercih eder.
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agla ayniysa (gt = g tiim ¢ > T icin), siirecin sonlu zaman 7°de durdugunu ve
g"nin dinamik kararh ag oldugunu soyleriz. Sturec¢ durursa, siirecin durdugu agin, yeni
baglantilar eklemek veya mevcut baglantilar silmek icin bir tegvik olmadigindan, ikili
kararli bir ag oldugunu fark edebiliriz. Jackson ve Watts (2001) bu tiir ikili kararh
aglar1 kararli durumlar olarak adlandirir.

Asagidaki 6nerme, ¢y maksimum beklenen fayda kazanci v —wv’den diisiikse dinamik

siirecin bog agda durdugunu belirtir. Aksi takdirde siire¢ tam bir eglesmede durur.

Onerme 13 {g'}2, yukarida tanamlanan siire¢ olsun. Eger cy < U — v ise, o zaman
tim t >t igin g' = m olacak sekilde bir t vardir ve m tam eslesmedir. Eger cg > U —v

ise, tiim t > 0 icin gt = g? olur.

Onermenin arkasindaki fikir sudur:  Topluluklar arasi bir baglant1 segilirse,
baglantinin eklenmesi her iki bireyin beklenen faydalarini ¥ — v kadar artirir ve bunun
maliyeti cy olur, dolayisiyla bireylerin baglantiy1 ekleme tegviki ancak ve ancak
cy < T — v ise olur. Iki birey arasinda topluluklar arast bir baglant: olusturulduktan
sonra, daha fazla baglant1 (topluluk i¢i veya topluluklar arasi) ekleme tegviki olmaz
¢iinkii bir baglant1 daha ekleyerek bireyler yeni bir bilegene ait olur ve en iyi ihtimalle
yeni bilesen de dengeledir ve beklenen faydalar1 sabit kalir veya yeni bilegen
dengesizdir ve beklenen faydalar: azalir. Ancak her durumda, baglant1 maliyetleri en
az cy kadar artar. Bu nedenle stire¢ tim n adet topluluklar arasi baglant:1 rastgele
secildikten sonra durur. Islemin durdugu ag tam bir eglesmedir. Ancak cg > 7 —w
ise, hicbir birey ciftinin herhangi bir topluluklar arasi veya topluluk i¢i baglantiyi
eklemeye tegviki yoktur. Daha onceki argiimandan da anlagilacag: iizere, herhangi iki
bireyin topluluklar arasi baglanti1 olusturma tegviki yoktur. Herhangi iki bireyin ayni
topluluk baglantisi olugturma tegviki de yoktur ¢iinkii baglantinin eklenmesi yalnizca
maliyetlerini artirir ve beklenen faydalarini sabit tutar.

Her ne kadar dinamik siirecin durdugu yalnizca iki tiir ag, tam eslesmeler ve bos
aglar, olmasina ragmen, cj, yeterince kiigiikse asgari patika agi gibi bagka ikili kararh
aglar da vardir. Yani, yalnizca iki tiir ikili kararli ag, tam esglesmeler ve bog ag, dinamik
kararl aglardir.

Topluluklar arasi bir baglantinin maliyeti yeterince diisiik oldugunda, cy <7 — v,
tam eglesme dinamik kararli agdir, ancak n > 2 oldugunda 2c¢;, < cpy ise verimli
degildir. Nedenini gormek igin, topluluklar arasi bir baglantiy1 iki topluluk ici
baglantiyla degistirdigimizi ve bdylece iki bilesen Sj, Sy’'nin tek bir bilesende
birlegtirildigini diigiinelim. Toplam faydadaki degisim 2(cy — 2¢p) olur ve 2¢;, < cy

ise pozitiftir. Ancak, o zaman toplam refahi artirmanin bir yolu vardir ki bu da tam
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eslesmenin verimli olmadigi anlamina gelir. Yukaridaki iglem devam ettiginde asgari
patika aglarima variriz ki asgari patika agi bu maliyet kisit1 altinda verimli iken
dinamik kararli degildir.

Diger yandan, topluluklar arasi bir baglantinin maliyeti yeterince yiiksek
oldugunda, cy > ¥ — v, bos ag dinamik kararhidir ancak bosg ag, n > 233 iken
cy +2(n—1)cp < n(v —w) ise verimli degildir. Nedenini gérmek i¢in, toplam fayday:
20 — v — cy) < 0 oraminda azaltsa bile, topluluklar arasi bir baglantiy1 zorla
ekledigimizi varsayalim. Daha sonra ise ayni topluluklardan tiim bireyleri en az
sayida topluluk i¢in baglanti ekleyerek bu bilesene dahil edersek (asgari patika agina
ulagirsak) toplam faydadaki degisim 2n(v — v) — 2(cy + 2(n — 1)cg) eger
cy +2(n — 1)ep < n(v — v) ise pozitif olur. Bu da bize verilen kisit altinda asgari
patika aglarimin dinamik kararli olmamasina ragmen neden verimli olduklarim

gosterir.

3.5 Farkli Korelasyonlar Altinda Risk Paylasim
Aglar

Onceki  boliimlerde, farkhh topluluklardaki gerceklesen —gelirlerin  tam  negatif
korelasyonlu oldugunu varsaydik. Bu boliimde, topluluklar arasindaki tam pozitif
korelasyon varsayimi gevsetiyoruz. Gergeklesen gelirlerin her toplulukta ayni oldugu
ve esit olasilikla yiiksek veya diigiik olabilecegi varsayimini koruyoruz. Ancak, farklh
topluluklarin  gerceklesen gelir seviyeleri arasindaki korelasyon, tam negatif
korelasyondan tam pozitif korelasyona kadar degisebilir. Asagidaki tabloda gosterilen

kogullu olasiliklar: varsayiyoruz.

Tablo 1
Farkly Topluluklarin Gerceklesen Gelirlerin Kosullu Olasiliklar:
vP =y y®=yn
yr=y | 1-p p
y'=yu| p 1-p

Ornegin, A toplulugunda gerceklesen gelir diisiikse, B toplulugundaki gerceklesen
gelir de 1 — p olasihigiyla diisiik veya p olasilhigiyla yiiksektir. Daha once belirttigimiz
gibi, bir topluluktaki gerceklesen gelirin yiiksek veya diigiik olma olasiliginin egit

oldugunu varsayiyoruz. p = 1 ise, Onceki boltimlerde inceledigimiz tam negatif

33pn'nin 2’den biiyiik olmasmm nedeni, aksi takdirde 2 birey arasinda yalmizca iki ag miimkiin

olmasidir: bog ve tam eglesme. n = 1 oldugunda verimli ve ikili kararh aglarin ayni oldugu agiktir.
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korelasyona geri donmiis oluruz. p = % oldugunda, topluluklar arasindaki gerceklesen
gelirler bagimsizdir ve p = 0 ise farkli topluluklar arasindaki gercgeklegsen gelirler
arasinda tam pozitif korelasyona kargilik gelir. 0 < p < 1 oldugunu varsayiyoruz.

Asagidaki tablo, her iki toplumdaki gerceklesen gelirlere bagh olarak dort durum
icin bir bireyin olasi gelirini géstermektedir. Her iki toplumdaki gerceklesen gelirler
diisiik veya yiiksekse, bireyin geliri sirasiyla y;, ve yg olur. O zaman, gelir riskine
kargt herhangi bir sigorta elde edilemez. Farkli toplumlardaki gerceklesen gelirler
farkli oldugunda, bireyinin geliri, tam negatif korelasyon durumuna benzer sekilde
bilegenindeki A ve B topluluklarindan bireylerin goreceli boyutlarina baghdir.

Tablo 2
Farkly Korelasyonlar Altinda Risk Paylasimi Sonrasy Gelirler

B B

Yy =YL - Yy = yg
s (8)yr + 57 (8)y
vt =y YL (8) (8)ys
A B Si(g)
A s7(8)yn + 57 (8)yL
Yy =YH YH
Sz’(g)

Kosgullu olasilik p icin, ¢ bireyinin beklenen faydasi

EU!(g) =p (%v (354(@?/1{ + Sf(g)yL) L (s;“(g)yL + s?(g)yﬂ))

si(8) 2" si(g)
# 0= 9) (Go0m) + ot
EU!(g) = pEU;(g) + (1 — p)u (3.8)

olur. 3.2 ve 3.8 denklemlerinin kargilagtirlmasi bize EU!(g) beklenen fayda
fonksiyonunun tam negatif korelasyon altindaki EU;(g) beklenen fayda fonksiyonunun
dogrusalligi koruyan bir dontigtiirmesi oldugunu gosterir. Dahasi, tiim 2 € N, g € G ve
p < 1igin

EU} (g) < EUi(g)

olur ve tam sigortanin maksimum beklenen fayda getirisi de artik p(v — v) olur.
Yaptigimiz genelleme sonucu, verimli aglarin karekterizasyonundaki (Onerme 8),
ikili kararl aglardaki (Onerme 12) ve dinamik kararh aglardaki (Onerme 13) maliyetler
izerine kisitlar degisecektir.
Verimli agdaki kisitlardaki degisikliklerle baghyoruz. Asagidaki sonug, Onerme 8'1n

sonucudur.
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Sonug 14 Risk paylasim aglarinda,

i. eger cg > p(U —wv) ve cy +2(n — 1)eg > np(T — v) ise, tek verimli ag bos agdr,

ii. eger cg < p(v —w) ve cy < 2cy ise, bir ag ancak ve ancak tam eslesme ise

verimlidar,

iii. eger 2cy, < cg ve cg 4+ 2(n — 1)cr, < np(v — v) ise, bir ag acank ve ancak asgari

patika agu ise verimlidir.

Onerme 8’e kiyasla, tek degisikligin beklenen faydammn maksimum kazanci olan 7—uv'nin
artik p(v — v) olmasi oldugunu fark edin.
Asagidaki sekilde, noktali cizgiler tam negatif korelasyon altindaki kogullari, kesikli

cizgiler ise yeni kogullar1 gostermektedir.

Sekil 10
Farkly Korelasyonlar Altinda Verimli Aglar
Cr, , C, = CqHy
7/
7
7/
7/
/
7/
7/
7/
7/
7/
7/
7/
/
/
7/
7/
7/
— 7/
v—Uu e
/7 .
- bos ag
/(
7 |
_ // I
T—v P 2l
2 S
/// Q)“o\,ei%j/,l\'\\\
// ‘b‘/// . . \\\\\\\ '
//:/// asgari patika T~~cg+2(n—1)cp <np(v—v)
p(@ —v) CH

Farkl topluluklarin gerceklesen gelirleri arasindaki korelasyon arttikca, yani p
azaldikca, tiim kogullarin kesisim noktasi 2c;, = cpy cizgisi boyunca orijine dogru
hareket eder. Sonug olarak, sigortasiz ve tam sigortali arasindaki kazang artik daha
kiigiik oldugundan bog agim verimli oldugu bolge genigler. Tam eslesmelerin ve
minimal yol aglarmin verimlili oldugu bolgeler kiigiiliir.  Agirt durumda, p = 0
oldugunda, beklenen fayda v’de sabittir ve bog ag tiim cp,cy > 0 degerleri ic¢in tek

verimli ag olur.



56
Ikili kararll aglarin kiimesi de benzer sekilde degisir. Baglantilarin maliyetleri
{izerindeki tiim kosullar artik p ile carpilir. Asagidaki sonucta Onerme 12'deki bu

degisiklikler belirtilmigtir.
Sonug 15 Risk paylasim aginda,
i. eger cg > p(U —v) ise, bos ag tek ikili kararly agdor,

ii. egercy < p(v—u) ise, tim tam eslesmeler ikili kararldur ancak baska ikili kararl
aglar da vardwr. Ttim bilesenlert siradan olmayan, dengeli ve indirgenemez olan

herhangi bir ag g eger cy < p (v — EU*(g)) ise ikili kararhdar,

iii. eger cyg < p(v —w) ve ¢, < p(v — EU(n — 1,n)) ise, asgari patika agu ikili

kararlidur.

Son olarak, dinamik ag olusturma siireci ¢y > p(v — v) ise bog agda durur ve

cy < p(v —v) ise tam eglesmede durur.

Sonug 16 {g'}°, aglar dizisi boliim 3.4 ’te tanvmlanan sireg olsun. Eder cyg < p(v—v)
ise, o zaman tim t >t icin g' = m olacak sekilde bir t vardir ve m tam eslesmedir.

Eger cy > p(T — v) ise, tim t > 0 igin g* = g” olur.

p = 1 oldugunda, tam negatif korelasyon, risk paylasim agina katilmanin kazanci
en yiiksektir: v—wv. p azaldik¢a, bu kazang da azalir. Bu nedenle, bog agin verimli, ikili
kararli ve dinamik kararli oldugu maliyet bolgeleri genisler, yani bireylerin risk paylagim
agina katilmasi icin daha az tegviki vardir. Tam pozitif korelasyon varsayildigi asiri
ornekte ise, bog agin tek verimli, ikili kararli ve dinamik kararh ag haline geldiginden,

risk paylagim aglarina katilmak icin hicbir tegvik kalmaz.

3.6 Toplam Risk Altinda Risk Paylagsim Aglari

Bu béliimde, 6lciit modelin farkh bir genellemesini ele aliyoruz. Iki toplulukta farkl
sayida insanin oldugu risk paylagim aglarini ele aliyoruz ancak yine tam negatif
korelasyon varsayiyoruz. Topluluklarin boyutlart aynmi olmadiginda, bireyler yalnizca
gelir riskiyle karsi karsiya kalmaz, ayn1 zamanda toplam risk de vardir. Toplam risk
ile kastettigimiz topluluklardaki birey sayilar1 esit olmadiginda artik her iki
topluluktaki tiim bireylerin tam sigortaya erigiminin miimkiin olmamasidir. Yani,
artik, bireylerin karsi karsiya oldugu riskten risk paylagim aglar1 katilarak tam olarak

kacinilamamaktadir.
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Bu boliimde daha onceden yaptigimiz tamimlarda bazi degigiklikler yapmamiz
gerekiyor. Genelligi kaybetmeden, B toplulugunun A toplulugundan £ > 0 daha fazla
bireye sahip oldugunu, vani N4 = {1,...,n} ve NB = {n,...,2n + k} oldugunu
varsayiyoruz. N = {1,...,2n + k} fizerindeki tiim aglarim kiimesini
G = {g € {0, 1} Cn+h)x@ntk) . Gi; =1 <= 7;; = 1} ile gosteriyoruz. Bir ag g € G icin
ve B toplulugundan bireylerinin k& boyutundaki bir altkiimesi N” icin NV '\ N ile
smirh g = g MF? alt agimin 2n bireyden olugan bir ag oldugunu ve onceki
boliimlerde tanimladigimiz aglar kiimesinin bir elemani, g € G, oldugunu fark edin.
Dolayisiyla bu boliimde ne zaman 2n Kkisi tizerine kisitlanmig bir alt agdan bahsetsek
notasyondaki sapka isaretini kullanmay1 birakacagiz.

Topluluk B’nin herhangi bir & alt kiimesi N” igin bu kiimedeki tiim £ bireylerin
siradan bir bilegende bulundugu aglarin kiimesini su sekilde tanimlariz: G (NB) ={ge
G:{i}eSE) timie N} G

Simdi tag eslesmeler ve asgari patika aglar1 tanimlarimi giincelleyebiliriz.  Bu
boliimde, farkl topluluklardan birbirleriyle eslesen n birey c¢ifti ve B toplulugundan
hi¢ kimse ile baglatis1 olmayan k birey varsa, but tip aglar1 m ile gosteriyor ve tam
eslesme olarak adlandiriyoruz. Teknik tanim verirsek, m agini; NZB’nin bir k boyutlu
altkiimesi N icin m € QA(NB) ise ve m := m)|

AP tam eglesme ise, tam eslesme

olarak adlandiriyoruz. g agini; NBnin bir k boyutlu alt kiimesi N” icin g € G (NB)

ve g == g AP ise, asgari 2n-patika agr olarak adlandiriyoruz. Benzer sekilde, r < k

icin, g agni; NB kiimesinin r boyutunda bir alt kiimesi N varsa oyle ki her ¢ € NB,

g'nin siradan bir bilesende ve g| N\NB’nin yalnizca bir topluluklar arasi baglantisi olan

bir patika agi olmasi durumunda, asgari (2n + r)-patika agr olarak adlandiriyoruz.
Sonraki iki boliimde, G ag kiimesi lizerinde toplam risk altinda ikili kararli ve verimli

risk paylagim aglar1 hakkinda sonuclar1 sunuyoruz.

3.6.1 Toplam Risk Altinda Ikili Kararlh Ajlar

Toplam risk altinda risk paylasim aglarinda, ikili kararli aglar kiimesi biraz degisir.
Eger cy > v —w ise, bog ag hala tek ikili kararh agdir. Eger ¢y < v —w ise, toplam risk
altindaki ikili kararli aglar kiimesi, toplam risk icermeyen ikili kararl aglar kiimesinden
biraz farkh olacaktir.

Ikinci durumdaki farki aciklamadan 6nce, Boliim 3.3’deki Lemmalarm, toplam
risk altinda nasil degistigiyle baglayalim. Lemma 9 ve 10’daki sonuglar, toplam risk
altindaki risk paylagim aglarinda da aynen gecerlidir, yani toplam risk altinda ikili
kararli bir risk paylasim aginda, tiim bilesenler asgari baghdir ve tiim siradan

olmayan bilesenler dengeli ve indirgenemezdir. Lemma 11’deki, ikili kararli bir agda
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siradan bilegen olmadigini belirten sonu¢ biraz degisir. Lemma 11, aslinda, Lemma
10’in dogrudan bir sonucudur, ancak her iki toplulukta da ayni sayida birey oldugu
varsayimina dayanir. Lemma 11’'in ardindaki argiiman, ikili kararli bir agda, tim
siradan olmayan bilesenler dengeli oldugundan®?, tiim siradan olmayan bilesenlerdeki
A ve B topluluklarindaki birey sayilarimin toplami ayni olmasidir. Bu tip dengeli ve
siradan olmayan bilegenlerin sayisina p diyelim. O zaman her toplulukta n — p siradan
bilesen vardir®®. Son olarak, Lemma 11, topluluklar aras1 baglantilarm maliyeti kiiciik
oldugunda, farkli topluluklardan siradan bilegenlerden herhangi iki bireyin baglanti
eklemeye tegviki oldugu sonucuna varir. Fakat B toplulugunda ek k£ birey oldugunda,
her iki toplulukta ayni sayida siradan bilesen oldugu sonucuna varamayiz, bunun
yerine artik A toplulugunda n — p siradan bilesen ve B toplulugunda n + k — p
siradan bilesen vardir. Ancak A toplulugundaki n — p siradan bilegenindeki her bir
birey, B toplulugundaki n 4+ k£ — p siradan bilesenindeki herhangi bir bireyle baglanti
ekleme konusunda hala tegvike sahiptir. Bu nedenle, iki topluluktaki birey sayisi
farkli oldugunda, cy < ¥ — v ise, hepsi B toplulugundan olmak tizere tam olarak k

siradan bilesen olacaktir. Asagidaki Lemma’da, bu sonucu ifade ediyoruz.

Lemma 17 [kili kararl bir risk paylasim aginda tim bilesenler asgari baghdur ve tim
siradan olmayan bilesenler dengeli ve indirgenemezdir. Eger cy < v—uv ise, ikili kararl

bir agda, her birt B toplulugundan olmaz uzere tam olarak k adet siradan bilesen vardur.

Lemma 17nin o6nemli sonucu, toplam risk altinda ikili kararli bir agda, tiim
bireylerin gelir riskine karsi sigortalanmasinin miimkiin olmadigi ve B toplulugundaki
k bireyin gelir riskine kars1 hic¢ bir sigortaya sahip olmadigidir.

Eger cy < v — v ise, toplam risk altinda ikili kararli aglar agsagidaki prosediir
izlenerek bulunabilir: Herhangi bir ¢;, ve cg icin, toplam risk olmadigi durumda ikili
kararli olan herhangi bir g agimi alin ve hepsi B toplulugundan olan k tane sirada
bilesen ekleyin. Bu siradan bilegenleri eklerken, B toplulugunun bireyleri yeniden
adlandirabilirsiniz; yani, k£ siradan bilesen mutlaka 2n + 1 ile 2n + k£ arasindaki
bireyler olmak zorunda degildir. Bu yeni ag, aymi ¢, ve cy degerleri igin toplam risk
altinda ikili kararli olacaktir. Daha net olmak gerekirse, G C é\’nin, herhangi bir
g € G icin, yalmzca B toplulugundan bireyler iceren k siradan bilesen iceren ve diger
tim bilegenlerin siradan olmayan, dengeli ve indirgenemez oldugu aglar kiimesi
oldugunu varsayalim. Yani, herhangi bir g € G icin, bilesen kiimesi
S(8) = {51, -+ Sp, {ta}, .., {ix}} seklinde yazilabilir 6yle ki Sy, ..., S, hepsi dengeli ve

34Tiim siradan olmayan bilesenlerde, her iki topluluktan ayni sayida birey vardir.
35Bu argiliman, topluluk B’de k ek birey oldugunda gecerli olamz.
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indirgenemez bilesenler ve i1, ...,i;, € NP'dir. Asagidaki 6nerme, toplam risk altinda

tum ikili kararh risk paylagim aglarini gostermektedir.

Onerme 18 Toplam risk altinda risk paylasim aglarinda,
i. eger cy > v — v ise, bos ag tek ikili kararl agdar,

1. eger cg < U — v ise, tum tam eslesmeler ikili kararldir ancak baska ikili kararl

aglarda vardir. Eger c;y <0 — EU*(g) ise herhangi bir € € G agu ikili kararhdar,

iti. egercyg <v—w vecy, <v—FEU(n—1,n) ise, asgari 2n-patika agi ikili kararldar.

Toplam risk varsaymi ekledigimizde, toplu riskin yoklugunda ikili kararl olan tiim
aglar (2n birey igin), her biri B toplulugundan bir birey iceren ek k siradan bilegen
eklersek hala ikili kararhidir. Bu k bireyin siradan bilegsenlerdeki kimlikleri iizerinde
bir kisitlama yoktur. Topluluk B’deki daha yiiksek niifusun nedeni go¢ ise bu
bireyleri tamimlayabiliriz, o zaman bu k birey yeni go¢cmenlerdir ve tam sigortadan
yararlanamazlar. Alternatif olarak, aglarin Béliim 3.4’te oldugu gibi dinamik olarak
olusturuldugunu varsayarsak, bu k birey, rastgele secilen baglantilara dahil olmayan

bireylerdir.3°.

36Her ne kadar dinamik ag olusumu siirecinde baglantilarin rastgele secildigini varsaymis olsak
ta siireci bireylerin (pozitif olasilikla) rastgele secildigi ve segilen bireyin yeni bir baglanti eklemek
i¢gin bir bagka birey sectigi veya baglant1 silmek (gergi siire¢ bir kez bagladiginda hig bir baglant
silinmemektedir) i¢in baglantili oldugu bireylerden birisini segtigi bir siireg olarak da tamimlayabiliriz.
Bu durumda bu k birey, siire¢ bir aga yakinsamadan onceki adimlarda rastgele olarak secilmemis ve
bu adimlarda segilen birey tarafindan bir baglanti: kurmak igin teklifte bulunulmanusg kisiler olacaktur.
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3.6.2 Toplam Risk Altinda Verimli Aglar

Bu boliimde ise toplam risk altinda verimli aglari inceleyecegiz. Onceki boliimdeki
toplam risk altinda ikili kararli ag sonucglar1 goz oniine alindiginda, yiiksek niifuslu
topluluktaki ek bireylerin risk paylagim agma erigimi olmadigl ve herhangi bir
sigortasmmn olmadigy goriilmektedir. Ikili kararh aglarm aksine, verimli aglar soz
konusu oldugunda, baglantilar lizerine bireylerin kararlarindan ziyade toplam refahin
maksimize edilmesi odak noktasi oldugu icin genel k£ > 0 degeri icin verimli aglarin
tam karekterizasyonu c¢ok daha karmagik olacaktir. Ciinkii her k£ degeri igin farkh
maliyet kisitlar1 altinda bir ¢ok ag verimli ag olarak ortaya cikacaktir. Dolayisiyla
sonuclarin ifade edilmesi basitlestirmek ve ayni zamanda ana fikri verebilmek igin
k = 1 oldugunu varsayacagiz. Dikkatimizi, tiim bireylerin risk paylagimina dahil
oldugu etkin aglarin olup olmadigina ya da tiim etkin risk paylagim aglarindan tim
bireylerin sigortaya erigimin olup olmadigina odakliyoruz. Bazi bireyler hi¢ bir
baglantiya sahip olmayabildigi ikili kararli aglarin aksine bazi verimli aglarda her iki
topluluktan da tiim bireyler siradan olmayan bazi bilesenlere dahil olduklarim
gosterecegiz. Fakat bu durumda dahi tim bireyler tam sigortaya erigememektedir.
Bu bolim sonunda varilan sonuglarin £ > 1 durumlarinda gegerli oldugu ve bu
durumdaki verimli aglarin yapilar:i hakkinda yeterli bir fikir verecegine inaniyoruz.
Verimli aglari incelemeden 6nce, Lemma 6 ve 7’in sonuclarinin toplam risk altindaki

risk paylagim aglaria da uygulanabilecegini belirtelim.

Lemma 19 Toplam risk altindaki risk paylasim aglarnda verimli bir agda gereksiz
baglanty yoktur, siradan olmayan tim bilesenlerde her iki topluluktan bireyler vardwr ve
topluluklary baglayan tek bir topluluklar arasy baglanty vardir. Dahasi cyp < U — v ise

tum swradan bilesenler ayni topluluktandar. .

Topluluk B’den herhangi bir 7 bireyini secelim: n +1 <7 < 2n + 1 . Bu bireyin
hi¢ baglantisi olmadigi, her j € N icin g;; = 0, aglar kiimesi ele alahm. Bu kiimeyi
G(i) = {g € G : {i} € S(8)} ile gosterelim. Bu kiimedeki her bir § € G(i) ag
icin g| v ag1 2n kisiye kisitlanmig bir alt agdir. Yani, 2n birey iizerinde tanimh
G aglar kiimesi ile 2n + 1 birey {izerinde tanimh G(i) aglar kiimesi arasinda bire bir
fonksiyon vardir. Bu bire bir fonksiyon sayesinde toplam risk altinda tiim verimli
aglar1 ortaya cikarabiliriz. Bunun i¢in tek yapmamiz gereken herhangi bir bilesene
1 bireyini ekleyerek toplam refahi artirip artiramayacagimizi kontrol etmektir. Ug tiir
verimli aglardan, tam eslesme ve asgari patika agina ¢ bireyini eklemek toplumsal refahi

arttirabilir. Bog agin verimli oldugu maliyet kisitlarini ise daha sonra inceleyecegiz.
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Tam eslesme m’deki n bilesenden birine 7 bireyini eklersek, boylece 2 birey iceren

n — 1 bilegen ve 7’de dahil olmak iizere ii¢ birey iceren boyutta tek bir bilegen elde
edersek, yeni aga tam+1 eslesme adin1 veririz. ¢ bireyinin dahil oldugu bilegsendeki diger
2 kiginin faydas1 v’den EU(1,2)’ye diigecek ve i bireyinin faydasi v’den FU(1,2)’ye

yiikselecektir. Dolayisiyla, m agimdan m*!’a gecersek toplam fayda
2[EU(1,2) —v]+ EU(1,2) —v
kadar degisecektir. Bu durumda

Ww(mth) > W(m) < 2c; < 2[EU(1,2) -] + EU(1,2) —v
< 2¢, <3FU(1,2) —20—v

olur. Esitsizligin sag tarafi, beklenen fayda tam artan ve tam icbiikey oldugunda tam
pozitiftir®”.  Maliyetler iizerine bu yeni kisit Sekil 11'de mavi kesik cizgilerle
gosterilmigtir. Mavi kesik ¢izginin iistiinde B toplugundan ek bireyin risk paylagim
agina dahil olamadig1 tam eslesme verimli iken eger topluluk i¢i maliyet mavi kesik
cizgi ile belirtilen seviyenin altina diiserse bu bireyin de risk paylagimina katildig
tam+1 eglesme verimli olacaktir. Eger B toplulugunda birden fazla ek birey olursa
tam eglesme bolgesi her ek bireyin bilegene katildigi durumlardaki maliyet kisitlarini
gosteren daha fazla alt bolgeye boliinecektir.

Asgari patika aglarma i bireyini ayr1 bir bilegen olarak eklersek bu aga asgari (2n)-
patika agi diyoruz ve ¢ bireyini agdaki var olan tek bilesene dahil edersek bu aga asgari
(2n + 1)-patika ag1 adin veriyoruz. Asgari (2n)-patikadan asgari (2n + 1)-patika agina
gectigimizde yeni eklenen i bireyinin faydasi v’den EU(n,n + 1)’e yiikselecek ve geri

kalan 2n kisinin faydasi ise v'den EU (n,n+1)’e diigecektir. Beklenen faydadaki degigim
2n[EU(n,n+1) —=v]+ EU(n,n+1) —v
kadar olacaktir. Bu durumda asagidaki iligki kurulabilir.

W(g? ™) > W(g®") <= 2c;, < 2n+1)EU(n,n+1) — 200 —v

37 Bunu gérmek igin, tam artan ve tam igbiikey bir fayda fonksiyonu v i¢in (yr,v(yr)) ve (7,7)
koordinatlarini ve (§,7) ve (yg,v(ym)) koordinatlarim diiz bir gizgiyle birlegtiren ve (,7)’in koge
noktasi olan yeni bir w fonsksiyonunu diigiintin. Tim y igin w(y) < v(y) olacaktir. Eger yukaridaki
denklemde v’yi w ile yer degistirirsek denklemin sag tarafi sifir olacaktir. Fakat w(y) < wv(y)
oldugundan denklemin sag tarafi tam pozitif olacaktir.
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Denklemde egitsizligin sag tarafinda ifade dipnot 37’deki argliimana gore tam pozitiftir.

Bu kisit Sekil 10°da kirmiz1 kesik cizgilerle belirtilmistir.

Sekil 11
Tam Risk Altinda Farkle Maliyetler i¢in Verimli Aglar
Cr, .CI, = CHy
///
// 2c;, =3FEU(1,2) —2v—v
2c, =2n[EU(nn+1) -0+ EU(n,n+1) —v
//’ 2[cg + (2n — Deg] > (2n+ 1)[EU(n,n + 1) — v]
U—Ufere e o.- 2cp=cpH
J¢ bog.ag
\s .
_ // Q)c»), | L :
1}2;2 ...... /'&@/,L\\\ ........ 20[1:@_2
7§ 257 asgari 2npntika
X asgari (2n + 1)-patika
U — v CH

Bos agmm verimliligine gelecek olursak, Onerme 8'e gore gerekli maliyet kisitlar:
altinda bog ag tek verimli agdir ve toplam refah tam esglesme ve asgari 2n-patika dahil
olmak tizere diger tiim olasi aglardan yiiksektir. Dolayisiyla sadece bog agda toplam
refahin asgari patika aglarindan yiiksek olup olmadigini kontrol etmemiz yetecektir.
Asagidaki denklemler bog agdaki toplam refahin iki tiir asgari agdan ytiksek olmasi

i¢in gerekli maliyet kisitlarini gosteriyor.

W > W(g™) < cu+2(n—1)cg > n(@—0)
W(g") > W (g™ < 2[cy + (2n—1)er] > 2n+ D)[EU(n,n+1) — 1]

Tkinci satirdaki maliyet kisit1 Sekil 11°de yesil kesik cizgilerle®® gosterilmistir.

B toplulugunda fazladan bir birey oldugunda asgari patika aglarindan bu bireyin
risk paylagimina katilamadigi ag olan asgari 2n-patika topluluk ici maliyet eger
kirmiz1 kesik ¢izginin tlizerinde ise verimli olacaktir. Topluluk i¢i maliyet kirmizi kesit
cizgi ile belirtilen kisitin altina diistiiginde ise bu birey risk paylasim agina katilmasi
verimli olacaktir. Bu agda ¢ bireyinin var olan tek bilegene katilmasi ile artik her iki
topluluktaki bireylerde tam sigortaya erigimini kaybedecek fakat maliyetler yeterince

diisiik oldugu i¢in yeni bireyin fayda artisi bu kaybi karsilamaya yetecektir. Toplam

38Bu esitsizliklerin tek bir kesigsim noktasimm oldugunu kolayca kontrol edilebilir.
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risk altinda asgari 2n + 1-patika aginda artik tam sigortaya erigim olmadigi i¢in bos
aglar kiyaslandiginda bog agin verimli oldugu bolge kiigiilecektir. Nitekim asgari
2n + 1-patika ag1 Sekil 11’de kirmizi ve yesil kesik ¢izgilerin altinda kalan bolgede
verimli olacaktir. Goriilecegi gibi asgari patikalarin verimi oldugu alan daha biyiik
olacaktir.

Eger B toplulugunda birden fazla ek birey olursa her yeni bireyin asgari patikadaki
bilesene dahil oldugu durumlar icin gekilde goriilen kirmizi kesik ¢izgilere paralel yeni
kisitlar olusacaktir. Ayrica bu kisitlar icin her seferinde egimi giderek azalan yeni yesil
kesik cizgiler gibi kisitlar olusacaktir.

Sonug olarak toplam risk altinda tiim bireylerin tam sigortaya erigmesi miimkiin
olmamaktadir. Tam eglesmelerin verimli oldugu maliyet kisitlarinda en azindan her
iki topluluktan da n — 1 birey cifti birbirleri ile baglant1 kurarak tam sigortaya
erigebilmektedir. Asgari patika aglarinda ise B toplulugundaki bireylerin tamami risk
paylasim aglarina katildigindan geri kalan tiim birey tam sigortaya erigimlerini

kaybetmektedirler.



4 Sonucg

Bolim 2’de, ampirik caligmalarda gosterildigi tizere arkadaglar arasindaki
davraniglardaki benzerliklerin arkadas olmayanlara kiyasla yiiksek oldugunu ifade
eden homofiliyi calistigimiz arkadashk aglarimi inceledik. On secilim davramslardaki
benzerliklerin bireylerin arkadaslarini benzerliklere gore sectiginden kaynaklandigini
iddia ederken sosyallesme bireyler arkadagliklarini kurduktan sonra davranislarinin
birbirine benzemesinden kaynakladigini iddia eder. Goézlemlenen benzerliklerin sebebi
olarak oOne siiriilen on secilim ve sosyallesme etkilerini gosteren bir arkadaslik modeli
kurduk. Bireylerin arkadaglarimi secmek ve arkadaslariyla karsilikli oneme sahip bir
davraniga karar vermek olmak tizere iki karar verdikleri bir arkadaslik agini ele aldik.
Bireyler, davraniglar: ile arkadaslarinin davranmislar1 arasindaki farki en aza indirerek
koordine etmek i¢in davraniglarina karar verirken, ayni zamanda davraniglar ile
tipleri arasindaki farki da en aza indirmeye ¢aligirlar. Bireylerin sahip olduklar: tipler,
belirli bir davramisa yonelik egilimlerini yansitir ve arkadaslari olmadiginda bireylerin
en uygun davraniglaridir. Bu durumda, bir bireyin davranigi, hem kendi tipine hem
de arkadaglarinin davraniglarina bagh olacaktir ve bu da stratejik bir etkilesim ortami
yaratir. Bu stratejik etkilesimi yakalayan ve bir Nash dengesinin var oldugunu ve
bunun, esasen bir bireyin davranisglar1 tizerindeki geri bildirim etkilerini ag boyunca
takip eden genellestirilmis Bonacich-Katz merkezilik o6lciisiiniin bir fonksiyonu olarak
ifade edilebilecegini gosterdik. Nash dengesi icin Bonacich-Katz merkezilik
Olctistinden farkh literatiirde M-Matrisleri olarak bilinen alternatif bir ifade de
sagladik.  Ayrica, herhangi bir agdaki ortalama denge davraniginin herhangi bir
tolerans orani ve akran etkisi degeri i¢in ortalama tiplere egit oldugunu gosterdik.
Daha sonra, bireylerin arkadaglik kararlarini ele aldik. Arkadaslik aginda, bireyler
arasinda bir arkadaglhk iligkisine baglamak i¢in karsilikli onay gerekirken, bir birey tek
tarafli olarak bir iligkiyi sonlandirabilir. Arkadasghk aglarimin bu yoni, kullandigimiz
¢oziim kavrami olan ikili kararlilik tarafindan yakalanir. Bir agdaki bir bireyin
faydasi, ag oyunundaki Nash dengesi altinda bireyin faydasi olarak belirlenmistir.
Ikili kararli aglarin yapisi, ag oyunlarindaki Nash dengesinin aksine tolerans oraninin
degerine baghdir. Dolayisiyla bir agin ikili kararl olup olmadigi kurdugumuz modelin
her iki parametresine de baghdir. Parametre degerleri yeterince diigiik oldugunda, bos
ag, hicbir bireyin bir baglant1 olugturmak icin tesviki olmadigr icin ikili kararhdir.
Parametre degerleri arttikg¢a bireyler birbirlerine en yakin tipteki bitigik bireylerle

baglant1 kurarlar ve diyadik aglar ikili kararl olurlar. Bu durum on secilim ile uyum
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igerisindedir. Daha sonra ikili kararli aglar bilegenler biiytimeye baslar. Bu esnada iki
farkli etki goriiliir. Bir yandan bilegenler arasinda sosyallesme etkilerinden dolay:
davraniglarin birbirine yakinsamasi sonucu bilesenlerdeki baglanti sayilar1 artarak
bilegsenler bir klik olustururken diger yandan eger parametre degerleri yeteri kadar
yitksek olursa bilegsenlerdeki en yakin bireyler baglantilar kurarak bilegenleri
birlegtirirler. Nihayetinde parametre degerleri yeteri kadar yiikseldiginde tiim toplum
tek bir bilesende birlegir ve parametre degerlerine bagli olarak bilegen icerisinde
baglantilarin sayis1 artar ve en son olarak tam ag ikili kararl ag olur.

Gayri resmi risk paylagim aglar1 iizerine yapilan ampirik ¢aligmalarla elde edilen
kanitlar 1s1ginda, risk paylagiminin genellikle aile tyeleri ve arkadaglar arasinda
gerceklestigini gostermektedir.  Bolum 3’te, iki ayri1 toplulukta bulunan bireyler
arasindaki gayri resmi risk paylagim aglarini inceledik. Bireylerin gelir riskiyle karsi
karsiya oldugunu varsaydik. Bireylerin riskten kaginan bireyler oldugunu ve beklenen
faydalarinin tam artan ve tam igbiikey oldugunu farz ettik. Her bireyin geliri
gerceklestiginde, bireylerin bir gelir paylagimi stireci basglattigini diigindiik. Bu gelir
paylagim siirecinde bireyler her turda arkadaslariyla bulusur ve gelirlerini bir araya
getirip esit olarak paylasirlar. Her turda, agda baglantili olan herhangi iki birey en az
bir kez bulugur. Toplant1 turu sonsuza dogru yakinsadikca, bireylerin gelirlerini
yukarida acgiklandigi gibi paylagtiktan sonra elde ettikleri gelir, ait olduklar1 bilegenin
ortalama gelirine yakinsar. Bu siire¢ sanki bir bilesendeki tiim bireyleri bir araya
geldigi ve toplam gelirlerini esit olarak paylastigi bir siirece denktir.

Bu siireg ve yakimsama sonucu Bramoullé ve Kranton (2007c)’den alinmugtir. Bu
risk paylagim mekanizmasinda digsalliklar oldugunu fark edilmelidir.  Bir birey
yalnizca arkadasglarindan degil, arkadasglarinin arkadasglarindan, arkadaslarinin
arkadaglarinin arkadaglarindan vb. faydalar elde edebilir. Bu, Bolim 2’da ele
aldigimiz arkadaslik aglarindaki bireylerin eylemleri tizerindeki geri bildirim etkilerine
benzerdir. Sonunda, bir birey ait oldugu bilegsendeki tiim bireylerden fayda elde eder.
Ayrica, risk paylasim mekanizmasinin, bireylerin gerceklesen geliri paylasirken
herhangi bir stratejik karar almasina izin vermedigi de fark edilmelidir. Bu, bireylerin
muhtemelen nesillere dayanan uzun bir iligki ge¢misine sahip oldugu ve bireylerin
bagkalarinin gelir seviyesini kolayca gozlemleyebildigi kiigiik koyler arasmdaki risk
paylagim aglarini ele aliyorsak biiyiikk bir kisitlama degildir.  Yani, topluluklar
arasindaki risk paylagim aginda herhangi bir uygulama veya bilgi sorunu
beklemiyoruz.

Ampirik galigmalar, bireylerin tek bir topluluk i¢inde risk paylasim agi1 araciligiyla

tam sigortaya ulagsamayacagini one siirdiigiinden, ayni topluluktaki bireylerin
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gerceklesen gelirlerinin aymi oldugunu varsaydik.  Bu varsayim, bireylerin aym
topluluktaki bireylerle baglanti kurma konusunda hicbir tesgviki olmadigi icin
yukaridaki ampirik gozlemle uyumludur. Ayrica, topluluklar arasinda risk
paylagiminin faydalarinin maksimum oldugu durum olan tam negatif korelasyon (ki
bunu daha sonra gevsettik) oldugunu varsaydik. Herhangi bir yeni baglanti kurmanin
ve mevcut baglantilari stirdiirmenin maliyetli olmasini beklemek dogaldir. Ayrica
topluluklar arasi baglantilarin maliyetinin topluluk ici baglantilarin maliyetinden
daha yiiksek oldugunu varsaydik.

Tam negatif korelasyona ek olarak, topluluklarin niifuslarinin ayni oldugunu
varsaydik (bu varsayimi da daha sonra gevsettik). Bu 6lgiit modelde, tiim bireylerin
beklenen faydalarimin toplamini maksimize eden verimli agi ele aliyoruz ve ii¢ cesit
verimli ag oldugunu gosterdik. Her iki baglantinin maliyeti yiiksek oldugunda, bos ag
tek verimli ag olarak ortaya cikar. cj, cy’den nispeten yiiksek ve cy, risk paylagim
agmin maksimum kazancindan (tam sigorta v ile sigortasiz v arasindaki fark) az
oldugunda, verimli aglar kiimesi tam eglesmeler kiimesine egittir.  Boylece bir
topluluktaki her birey, farkl topluluktaki tek bir bireyle eglestirilir. Bu nedenle, her
birey gelir riskinden kurtulur. c¢; nispeten diigiik ve ¢y baz1 alt ve list siirlar iginde
oldugunda, verimli ag kiimesi yalnizca asgari patika aglarini igerir. Tim bireyler tam
sigortaya ulagsa da, asgari patika aglarinda topluluklar arasi tek bir baglant1 vardir.
Bu, verimlilik ve ikili kararhlik arasindaki bilinen bir gerilimin 6rnegidir. Verimli bir
agda, baz1 bireyler stratejik olarak baglantilarindan birini secerek refahlarini
artirabilseler bile verimlilik tanimi toplam refahin en iist diizeyde olmasi ile ilgilenir.
Asgari patika agindaki tek topluluklar arasi baglantida yer alan iki birey, ¢, yeterince
kiiciikse faydalarimi artirabilir. Asgari patika aglari, diger tiim bireylerin kazanclar
kayiplarindan daha fazla oldugu ve kazanclar topluluklar arasi baglantinin
digsalliklarindan geldigi i¢in ¢ok daha yiiksek c; degerleri i¢in bile verimli olacaktir.
Bir bilegendeki bir birey, topluluklar arasi baglantinin maliyetine katlanmadan,
toplulular aras1 baglantinin pozitif digsalligindan yararlanir!.

Ug tiir verimli agin, her ne kadar baska baz ikili kararh aglar olsa da, ikili kararh
olmaya devam ettigini gosterdik. Dahasi, bog agin ikili kararli oldugu maliyet degerleri
bolgesi, verimli oldugu bolgeden daha biiyiiktiir ve onu igerir. Aynisi tam eslesmeler
icin de gegerlidir. Asgari patika aglari, yalnizca cy < U — v ve ¢y yeterince kiigiik
oldugunda ikili kararli olmaya devam eder. Asgari patika aglarinin baglant1 maliyetleri

bolgesindeki azalma, maliyetler yeterince kii¢iik olmadigi siirece bireylerin adalar arasi

'Unutmayin, tiim verimli aglarda, her iki topluluktan da bireyler varsa, her siradan olmayan
bilesende tam olarak bir topluluklar arasi baglant1 oldugunu gosteriyoruz.
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baglantilar silme tegvikiyle iligkilidir.

Dinamik bir ag olusum siirecini ele aldigimizda, sadece iki tiir ag dinamik kararh
olur: bog ag ve tam eslesmeler. Dinamik siireg, ikili kararli oldugu maliyet degerleri
icin bile asgari patika aglarina ulagmasz.

Olciit modelin iki genellemesini ele aldik. Birincisi, farkh topluluklarin gerceklesen
gelirleri arasinda farkl korelasyon seviyelerine izin veriyor. Korelasyon tam negatiften
tam pozitife dogru arttikca, bos agin verimli, ikili kararli, dinamik kararli olmasi igin
gerekli baglant1 maliyetleri degerleri kiimesinin genisgledigini ve tam pozitif korelasyon
oldugunda baglant1 maliyetlerinin tiim olas1 degerlerine esit oldugunu gosterdik. Benzer
sekilde, diger verimli, ikili kararli ve dinamik kararli aglar icin bolgeler, korelasyon
arttikca kiiciiliir.

Ele aldigimiz son genelleme, topluluklarin niifuslarmin farkl olabilmesidir. Ikili
kararli aglarda, yiksek nitfuslu topluluktaki ek bireylerin hichir baglantisinin
olmadigini, dolayisiyla sigorta avantajina erismediklerini gosterdik. Verimli aglar da
ise sonug¢ degisir.  Tum bireylerin ayni1 maliyet degerleri icin kismi sigortaya

erigebildigi verimli aglar vardir.
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A Sosyallesme, On Secilim ve Kararli Aglar

Teorem 1’in ispatina ge¢gmeden once, teoremin ikinci boliimiindeki ¢ < 1 kosulunu
tartigacagiz. Bir ag g ve buna kargilhik gelen agirlik matrisi h verildiginde, p(h) =
max{|A| : A, h matrisinin 6zdegeridir}, h matrisinin spektral yaricapidir. Geometrik
serilerin sonsuz toplami ;- uFh® eger p < ﬁ ise sonlu bir degere yakinsar ve
(I — pzh)™"e esit olur. Debreu ve Herstein (1953)’nun I17* teoremi, (I — ph)~Vin iyi

tanimlanmig oldugunu ve eger pu < ﬁ ise negatif olmadigini ortaya koyar. Nash
dengesini Bonacich-Katz merkeziyet Olclisii cinsinden ifade edebilmek icin u < ﬁ
koguluna ihtiyacimiz var

‘nin ancak

p(h)’nin hem g’ye hem de p’ya bagh oldugunu fark edilebilir. p < (h)

ve ancak p < 1 ise oldugu ortaya cikar.

Lemma 20 g bos agdan farkl herhangi bir ag ve h bir u degerine karsilik gelen agirlik

matrisi olsun. O zaman p < ﬁ ancak ve ancak p < 1.

Ispat. g € G bos agdan farkli bir ag ve p < 1 olsun. dy;, = min; d;(g) ve dpax =
max; d;(g) olsun. g bog agdan farkli oldugundan d,,x > 1’dir.

hij = m gij olarak tanimlanan agirhk matrisi h negatif olmayan bir matristir.
Horn ve Johnson (1985)'un Teoremi 8.1.22’ye gore ! agagidaki ifade dogrudur.

,Udmin :udmax
—— —— <ph) < ———
1_N+,udmin ]-_:u+ludmax
17Ziu - orani d arttikga arttar (yani iist sinir alt sinirdan bityiiktiir. Yukaridaki ifadeden

sunu elde ederiz.
1-— M + ,Udmax 1

[illmax p(h)

Fakat, p < WM ancak ve ancak p < 1; bunun dogal sonucu olarakta pu < ( 3

max

ancak ve ancak y < 1 ise olur. |

! Teoremin tam ifadesini buraya ekliyoruz.
A € R™™ ve A’nin negatif olmayan bir matris oldugunu varsayalim. O zaman

min E a;; < p < max g Qij
1<z<n 1<z<n
and

min E a”<p < max E Qij
1<g<n 1<]<n
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Theorem 1’in ispati. Nash Dengesinin varligin1 gormek icin, strateji kiimesi
[0, 1’in her bir birey i¢in digbiikey ve kompakt bir kiime oldugunu gozlemleyin. Fayda
fonksiyonu w; x’te siireklidir. u;, p = 1 veya tiim j’ler i¢in g;; = 0 olmadikca z;’de
tam i¢biikeydir.

2 sonucu olarak en iyi cevap eslesmesinin tek degerli iist yari

Maksimum Teorem
strekli eglesme (bizim ornegimizde siirekli bir fonksiyon) oldugunu goriiriiz. Nash
Dengesinin varligl i¢in tiim sartlarin saglandigini teyit ettigimiz icin dengenin var
oldugu sonucuna ulasabiliriz.

Eger i # 1 ise, o zaman Nash Dengesi tektir ¢iinkii u;, x;'ye gore kesin i¢ghiikeydir.
Eger 1 = 1 ise, o zaman bir denge kiimesi vardir dyle ki 27 = a* € [0, 1] ayrica eger bir
¢ icin, tim j icin g;; = 0 dogruysa, o zaman z} = ¢; oldugu aciktir.

g agini secelim ve p < 1 olsun. Yukaridaki argiimanlardan Nash Dengesinin, x*,
varligina ve tekligine sahibiz.

Qui (x*) = 0 saglanir. Yani

aui * —2 * * *
Sty = 2|0 et — 80+ i Yt~ a5)| =0

J

Yukaridaki ifadeyi diizenleyerek su sonuglara varabiliriz.

[ — o+ pdi(g) ] = (1— )i+ 1Y g}
J

ve

T; = Gij
1= i+ pdi(g) 1—M+Md Z ’

Agirhik matrisi h;; = gij Ve u; = 0; olsun. O zaman yukaridaki

1 1
1—p+pd;(g) 1—p+udi(g)
denklemi matris notasyonu ile su sekilde yeniden yazilabiliriz.

x* = (1—p)u+ phx*
I—phjx* = (1-pu
x* = (1-p)I—ph)™

Yukaridaki ifadedeki son adim Lemma 20 ve Theorem II1* of Debreu ve Herstein

2Bkz. Sundaram (2005)’daki Teorem 9.17
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(1953) geregi dogrudur. Sonug olarak Nash Dengesini su sekilde ifade edebiliriz.

x" = (1= p)Bu(h, )

X* strateji uzaym icinde oldugunu teyit etmek icin § = min{f,,...,0,} ve § =
max{6y,...,0,} olsun. Tiim k > 0 icin p*01 < p*h*0 < p*01 dogru olacaktir®.

Dolayisiyla Bonacich-Katz merkeziyet olciisii vektorii asagidaki gibi sinirhdir.

1 00 () ) B 1 _
L= L <y Tt < YL = o ——h1
—H k=0 =0 =0 —H

x* = (1—p) Y 12, #"h*6 oldugundan tiim ¢’ler i¢in z; € [0, 1] olur. Bu, x*'in strateji

uzayimin i¢inde oldugunu teyit eder. |

M-Matris ve Ozellikleri

Sosyallesme oyunun Nash Dengesi Bonacich-Katz merkeziyet Olgiisii diginda farkli bir
sekilde de ifade edilebilir. Bu gosterim literatiirde M-matrisler olarak bilinen bir
matris yapisim temel alacaktir.  Oncelikle M-matrisleri tammlayacak ve baz

ozelliklerini gosterecegiz.

Tanim 21 A € R"™"’de bir kare matris, bir P > 0 ve s > p(P) i¢in A = sI — P
olarak yazilabiliyorsa ise M -Matris olarak adlandirilir. Eger A ayni zamanda simetrik

1se Stieltjes matris olarak ta adlandirilur.
Simdi M-matrislerin® baz ézelliklerini siralayacagiz.

Teorem 22 M bir M-Matris olsun. O zaman asagidakiler dogrudur.
i M'in tersi vardir ve pozitiftir: N := M~ vardir ve M~ > 0,
1 Eger M simetrik ise N de simetriktir,

1e Eger M in tum satwrlar 1°e toplanwyorsa N in de tim satirlar: 1°e toplanwyordur.

Ml1=1— N1=1

w Eger M1 > 0 ise tum k i¢in n;; > M.

ispat.

3Kesin esitsizlikler k£ = 0 oldugunda zayif esitsizlige doniisiir
4 M-matrislerin ézelliklerinin bir ézeti i¢in Plemmons (1977)’e bakiniz.
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i Bkz. Theorem II1* of Debreu ve Herstein (1953).

ii M simetrik olsun. Yani MY = M. Biz (M~1)? = M~! oldugunu gostermek

istiyoruz.
MM =1 Bir 6nceki adimdan dolay1 tersi vardir
MM HT =1 Iki tarafinda tersini alalim
(
(M H'MT =1 (AB)' = BT A" dan dolayr
M H'M=1 M simetrik oldugundan
M HT =M1 Iki tarafi da M~ ile carpalim

iii ML=1 = M'M1=M"1!1 = I1=N1 = N1=1

iv Bkz.  McDonald, Neumann, Schneider, ve Tsatsomeros (1995)’daki Teorem
3.2(17).

Artik alternatif gosterimi aciklayabiliriz. Bir sosyal ag g secelim ve u < 1 olsun.

2.7 denklemindeki en iyi cevap fonksiyonu
(1= p+ pdi(g)] 2} = (L= )b+ Y g}
J

matris notasyonu ile su sekilde yazilabilir.
Mx* =0

Burada M = I — ;£2 (g —D) ve D = I« d(g) kosegeni derece vectorii olan bir
matristir. Nash Dengesi, en iyi cevap fonksiyonlarindan olusan dogrusal denklem

sisteminin bir ¢oztimiidiir ve Nash Dengesi Bonacich-Katz merkeziyet fonksiyonundan
farkl bir sekilde de ifade edilebilir.

x*=M"19

Asagidaki ifadelerin dogru oldugu gozlemlenebilir.
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My=1+ ILdi(g) tiim i € N icin
—

M;; = —ﬁgzj tiim ¢ # j igin
Yukarida tanimlanan M bir M-matristir. Asagidaki 6onerme M’in bir M-Matris

oldugunu dolayisiyla tersinin var oldugunu ve pozitif oldugunu ispatlayacak.
Onerme 23 Yukarida tansmlanan M matrisi bir M-Matristir.

Ispat. M’in bir M-Matris oldugunu gostermek icin bir P > 0 ve s > p(P) igin
M = sI — P seklinde yazilabildigini gostermemiz gerekiyor. s = 1 + ﬁn olsun ve

P > 0 asagidaki gibi tanimlansin.

Pi= - P (n—di(g)) tiim i € N icin
—
Py = —Lgy; fim i # j icin
1 —p

Sayfa 73’teki dipnotta ifade ettigimiz Horn ve Johnson (1985)'daki Theorem

8.1.22°e ve P’nin tamimina gore

W
n = min Py < ) < max Pj=——mn
1 1<z<n 1<i<n 1—pu

7=1

Yani 1+75,n = s > p(P) = $£,n. Dolaysiyla M bir M-Matristir ve M-Matrislerin
ozelligi geregi tersi var ve pozitiftir. N

O zaman Denge davraniglari su sekilde yazlabilir.

x"(g) =M"'0 = [I - ﬁ(g - D)] U

Onerme 2’nin ispati. i< 1veg € G bir sosyal ag olsun. x* bu sosyal agda taniml

ag oyunun ['(g) Nash Dengesi olsun. O zaman tiim 7 igin

(1= )z + pdi(g)ay = (1 — p)0; + 1y _ gijr;
J
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Yukaridaki denklemi yeniden yazip diizenlersek,
(1= p)(x} — 6;) MZQU xj — )

Yukaridaki denklemi tiim ¢’ler i¢in toplarsak

(1—/1)21’—9 uZZgwx—x

i jFi

Yukaridaki denklemde egitligin sagindaki ifadede her bir ij € g iliskisi bu iligkideki iki
birey i¢in ayr1 ayri ele aliniyor. Dolayisiyla da davranislar: arasindaki farklar kargilikl

oldugu icin bu farklarin toplamlari 0’a esit olacaktir. O zaman

> (zF—0)=0

i

olur. W

Onerme 4’iin ispati. g’ bos ag1 ve g = g? +ij ise sadece i ve j arasinda bir iligki
olan sosyal ag1 gostersin. Genelligi bozmadan ¢ < j oldugunu varsayalim.
Bos agda, tiim i icin z7(g?) = 6; ve U;(g?) = 1 — p olur.

g agmda ise tiim k # 4, j igin 23(g) = Ok, ¢ icin 27 (g) = (0; + pb;) ve j icin

1+u
75 (8) = v +u (6; + pb;) olur. Bog agdan g aginda gectigimizde ¢ ve j'nin faydasindaki

degisiklik AU = U;(g) — Ui(g?) = U;(g) — U;(g?) asagidaki gibi olur.

1 12(0; — 6;)? 1(1—p)*(0; — 0;)°

AU = (1-p) [‘;W}*“[l_? (1+p)?

g? ikili kararhidir ancak ve ancak AU < 0. Yukaridaki ifadeyi yeniden diizenlersek

L—p
AU <0< 17< ——(0;, — 6,)*
A%
7'nun st st j = ¢ 4+ 1 oldugunda en diigiik seviyesine ulagir. Oyleyse herhangi
bir bireyin tipi kendisine en yakin olan baska bir bireyle iligki kurmasi bile bireylerin
faydasma olmayacaktlr. Bu durumda bog aginda ikili kararli olmasi i¢in gereken sart

T < ﬁ olur ve bu da onermeyi kanitlar. |

(1+u)
Onerme 5’in ispati. € (0,1) olsun.

i. g’'nin onermenin ifadesindeki kosullar1 saglayan bir ag oldugunu varsayalim.
Mevcut bir baglantiyr koparmak veya yeni bir baglant1 olusturmak i¢in hicbir

tegvik olmadigini gostermemiz gerekiyor.
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1J € g oldugunu varsayalim, o zaman 5 = ¢ — 1 veya j = ¢ + 1 olmalhdir. 7 >
(11;—;‘)2(9]- — 0;)? oldugundan, baglantiy1 koparmak hem 4 hem de j'nin faydasi
azaltacaktir.

Bir baglant1 eklemek i¢in hicbir tesvik olmadigini gostermek igin iki durumu ele

almamiz gerekir:

o di(g) = 0, veya

o di(g) =1.

Ik durumu ele alalim. O zaman hem d;_;(g) = 1 hem de d;;1(g) = 1 olmalidur.
Genelligi kaybetmeden, 7 = ¢ + 1 oldugunu varsayalim ve g’ = g + ij agin ele

alalim. O zaman

zi(g) = 0 zi(g) = 0i+pt5
ri11(g) = O+ ﬁﬁ ria(g) = Oip
Tiro(g) = Oiyo— ﬁﬁ Tipo(g) = O — Mﬁ

olacaktir. Yukaridaki sonug, bireylerin arasindaki ¢izginin bir baglantiy1 temsil

ettigi asagidaki grafikte gosterilmektedir.

w1 lep 1 1
1+uAn—1 1 uAn—l 1+uAn—1
g . € e X >
xy =0, Oiv1 L7 Tiio Oiv2
pem U-wim (-pis s
0i ; T3y = Oip it O;42
Faydadaki degigimler
Lp(l—p)
AU, =Ui(g) —Ui(g) = p— ————
(&) — Ui(g) =)
Lp(l —p) 1
+1 +1(g ) +1 (g) T (TL . 1)2 (1 + ,u)g ( M)

olacaktir.
O zaman g eger AU; < 0 veya AU;;; < 0 ise ikili kararhdir. Fakat AU; < 0
ancak ve ancak 7 < (nI:—I“)2 ve AU;;; < 0 ancak ve ancak p < @ ~ 0.618 ise

kararlidir ve bu da onermedeki st sinirlar: verir.
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Simdi ikinei durumu ele alahm: d;(g) = 1. Varsayalim ki g; ;41 = 1. Diger durum
yukarida ele alindigindan d;_1(g) = 1 olsun. Gerekli hesaplamalar herhangi bir

7 > 0 bu durumunda gecerli oldugunu gosterir.

g € I, olsun. Mevcut bir baglantiy1 silmek ve yeni bir baglanti eklemek icin
hi¢bir tegvik olmadigini gostermemiz gerekiyor.

T>(1- u)ﬁ oldugundan bir baglantiy1 silmek i¢in hicbir tegvik yoktur.

Yeni bir baglant1 eklemek icin tegvik olup olmadigini kontrol etmek icin, baglayici
durum ¢ ile j := ¢ + 1 arasindaki baglantidir, dyle ki d;(g) = 0, d;(g) = 1

ve djy1 = 2. Yani, ¢ bireyi g’de hicbir baglantiya sahip degilken j bireyi 3

40-p(-p?) 1
427 (1)

17 baglantisini eklemek icin hicbir tegvik olmadigini gostermektedir.

bitigik bireyin oldugu bir bilesendedir. Hesaplamalar, 7 < 5 ise



B Topluluklar Aras1 Risk Paylasim Aglari

Lemma 6’nin ispati.  Bir celigkiye ulagsmak icin g aginin verimli oldugunu ama
gereksiz baglantiya sahip oldugunu varsayalim. Bu gereksiz baglantinin ¢ ve j
arasinda oldugunu farz edelim. Bu baglantinin silindigi g’ = g — ij agini ele alahm.
Herhangi bir £ € N \ {4,j} icin Ux(g') = Uk(g) oldugunu fark edin. Ciinkii ya k
bireyi, ¢ ve j bireylerinin ait oldugu bileseninden farkli bir bilegene aittir ya da k
bireyi ¢ ve j ile aymi bilesendedir ancak gereksiz bir baglantiy1 silinmesi ile ait
olduklar: bilesen degismez. Baglantilarin maliyetleri de degismedigi i¢in £ bireylerinin
beklenen net faydasi degismeyecektir. Bu nedenle, W’daki degisim ¢ ve j’nin
faydalarindaki degigsime esittir. Yukarida da acikladigimiz gibi gereksiz baglantinin
silinmesi bilesenleri degistirmediginden ¢ ve j bireylerinin net faydalarindaki degisim
sadece maliyetlerden gelecektir. ¢ ve j farkli topluluklardan ise cy'ye; aym
topluluktan ise ¢ ’ye esittir. Her durumda, W(g') — W(g) > 2¢;, > 0’a sahibiz ki bu
da g’nin verimli oldugu varsayimi ile geligir. N

Lemma 7’nin ispati. g'nin verimli bir ag ve S € S(g)’'nin siradan olmayan bir
bilegsen oldugunu varsayalim. S yalnizca bir topluluktan bireyler igeriyorsa, bu
bilegendeki herhangi bir birey ¢ € S’nin faydasi en az v — ¢, olur. Bilegen S’deki tiim
s — 1 baglantisini silmek, beklenen fayday1 (v) degistirmezken maliyetleri 2(s — 1)cp,
kadar azalttig: i¢in beklenen net fayday: artirir; bu da g'nin verimli oldugu varsayimi
ile celigir.

Verimli bir agda her siradan olmayan bilesenin tam olarak bir topluluklar aras
baglanti icerdigini gormek icin, birden fazla topluluklar arasi baglantiya sahip bir S C
N bilegeninin var oldugunu varsayalim. Bu varsayimin bir celigkiye sebep olmasini
bekliyoruz. S = {s1,...,Sx} ve 51 < sy < ... < s olsun. g ile S bilegeni diginda aym
olan g’ agimi olugturalim. g”da S bilegsenindeki baglantilarin s, so’yle, so, s3’le v.d.

seklinde baglantili olacak sekilde yeniden diizenleyelim.

/ _ / _ / _
gsl,sg - 17932733 - 17 "'7gsk,1,5k =1

Lemma 6’ya ve yaptigimiz yeniden diizenlemeye gore, g ve g’ aglarinda S bileseninde
k — 1 baglant1 bulunmaktadir. Ancak, S bilegenindeki baglantilarin toplam maliyeti
g’ aginda (k — 2)cp, + cy’ye esittir ve bu deger, birden fazla topluluklar arasi baglant:

icerdigini varsaydigimizdan g agindaki baglantilarin toplam maliyetinden daha kiigiik

81
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olacaktir.

> Cilg) = (k—2)eL+ e < (k—3)ep +2cn <> Ci(g)
ies ies
Bu durumda ise W(g') > W(g) olur ki bu da g agimn verimli oldugu varsayim ile
geligir.
Lemmanin ikinci kismini gormek igin, ¢y < 7—wv oldugunu ve verimli bir ag g’de iki
siradan bilegen {i}, {j} € S(g) oldugunu varsayalim, oyle ki i ve j farkli topluluklardan

olsun. O zaman her k = {i, j} igin
EUk(g + ’Lj) =U—cg>v= EUk(g)

olur. Yukarida esitsizlik varsayimdan dolayr dogrudur. ¢,; disindaki tiim bireylerin
faydalar1 hem g hem de g + ij aglarinda aym oldugundan, W (g + ij) > W (g) olur ki
bu da g'nin verimli oldugu varsayimu ile celisir. |

Onerme 8’in ispati. g herhangi bir verimli ag olsun. G tiim bu aglarin kiimesi
olsun. Lemma 6 ve Lemma 7’ye gore, g'nin tiim siradan olmayan bilegenleri her iki
topluluktan en az bir birey icermeli ve tam olarak bir topluluklar arasi baglanti
icermelidir. g ag1 0 < p < n siradan olmayan bilesene ve 0 < ¢ < 2n — 2p siradan
bilegsene sahiptir ve bilesenlerinin kiimesi S(g) = {51, ..., Sp, {i1}, ..., {i}} seklinde
yazilabilir. g agindaki baglantilarin toplam maliyetinin

> Ci(g) =2 (pey + (2n — g — 2p)cy)’ye esit olduguna not edelim.

i. cg >v—vvecg+2(n—1)c, > n(v—v) oldugunu varsayalim. Bog agin tek verimli
ag oldugunu gostermek icin, tiim g € G\ g% icin W(g) < W(g")’i gostermemiz
gerekir. g € G\ g? ag1, bos ag olan g?den farkh herhangi bir ag olsun. g icin
p > 1 oldugunu unutmayin, aksi takdirde g bosg agdir.

Gostermek istedigimiz W (g) < W (g?) ifadesi soyle yazilabilir.
W(g) <W(g" = Z EU;(g) — 2 (pcy + (2n — q —2p)cr) — 2nv < 0

— 2n—q)(—2v) —2(peg + (2n — q—2p)cy) <0
— 2n—q—2p)(T—v—2c.)+2p(V—v—cy) <0

Yukarida ikinci satir Y, EU;(g) < (2n — ¢)U + qu esitliginden' dolay1 dogrudur.

lg aginda siradan olmayan bilesenlerdeki p = 2n — ¢ birey tam sigortaya eristiginden dolay1 ¥
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Eger ¢y > U — v ve 2¢;, > U — v ise gostermek istedigimiz esitsizlik kurulmustur?.

Ancak 2¢;, < 7—uw ise agagidaki ilk ifade tam pozitif, ikinci ifade ise tam negatiftir.

(2n—q—2p)(v—v—2¢cr) +2p(T—v —cp)

>0 <0

p =1 ve g = 0 olarak alindiginda yukaridaki ifade maksimize edilir. O zaman

2n—q—2p)(T—v—2¢cp)+2p(T—v—cy) < (2n—2)(T—v—2¢1) +2(T—v—cp)
=2[n(T—v) —2(n—1)c — cyl

<0

olur. Son esitsizlik cy + 2(n — 1)c, > n(v — v) varsayimindan kaynaklanir. Bu

da gostermek istedigimiz esitsizligi yeniden kurar.

ii. cg < U —wv ve cg < 2¢r, oldugunu varsayalim. M’in tam eglesmeler kiimesi
ve m € M’nin de tam eglesme oldugunu varsayalim. g € G\ M’nin herhangi
bir tam eglesmeden farkli bir ag oldugunu varsayalim. g’nin siradan bilegenleri
hakkinda bir gézlemle baghyoruz: S(g) = {51, ..., Sp, {t1}, ... {ig}}. cu <T—v
oldugundan Lemma 7 geregi tiim siradan bilegenlerdeki bireyler ayni topluluktan

olmalidir. Dolayisiyla da p + ¢ < n olmalidir.
W(g) < W(m) < Z EU;(g) — 2 (pcy + (2n — q — 2p)cr) — (2n0 — 2ney) < 0

(2n — q)U 4 qu — 2nT + 2ncy — 2 (peg + (2n — q — 2p)er) < 0
q(v =) + 2qcr, + 2(n — p)ey — 2(2n — 2p)e, <0

q(2cp +v—70)+2(n —p)(cg —2¢1) <0

(n—p)2cL +v—0)+2(n—p)(cg —2¢cL) <0

rroue

(n—p)(cg —(U—v)+cy —2c,) <0

Ikinci satir > EU(g) < (2n — q)U+ qu’den ve besinci satir p+ ¢ < n’den dolay:

dogrudur.

Son satirdaki ifade cy < v — v ve ¢y < 2¢p, varsayimlarina gore tam negatiftir,
dolayisiyla herhangi bir tam eglesmeden farkl olan herhangi bir g € G \ M i¢in
W(m) > W(g) elde ederiz.

beklenen faydaya sahiptir. Geri kalan g sirandan bilesendeki birey ise sigortaya erigsemediginden v
beklenen faydaya sahiptir
2p > 1 oldugundan cy > T — v esitsizligi kesin esitsizlik olmali ve esitlige yer birakmamalidir.
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iii. 2¢, < ey ve cg + 2(n — 1), < n(v — v) oldugunu varsayalim. Yaptigimiz
varsayimin 2c¢;, < v—v anlamina geldigi goriilebilir. Bunu gormek icin iki durumu

ele alalm: Eger ¢y < v —w ise, 2¢;, < cg < v —wv olur ki buda 2¢;, <7 —w

anlamina gelir. Ancak cg > v — v ise,
2(n—1)c, <n(—v) —cg < (n—1)(V—v)

Burada ilk esitsizlik sadece cy + 2(n — 1)c, < n(v — v) varsayimini yeniden
yazilmasidir ve ikinci esitsizlik ¢y > ¥ — v’den kaynaklanir. Ancak 2(n — 1)cp <

(n—1)(v — v) esitsizligi 2¢;, < ¥ — v anlamia gelir.

MP’nin tiim asgari patika aglarimin kiimesi oldugu ve g? € MP’nin bir asgari
patika ag1 oldugunu varsayalim. g € G \ MP’nin asgari patika aglarindan farkh
herhangi bir ag oldugunu varsayalim. Bu durumda asagidaki esitsizlikleri elde

edebiliriz.

W(g) < W(g)
= Z EUi(g) — 2(pcg — (2n — q — 2p)cp) — 2n0 + 2(cy + (2n — 2)er) <0

= Z EU;(g) — 2nv + 2 (cg — pcg + (2n —2)ep, — (2n — q — 2p)cy)

= qu—7)+2((p—Ven +2(p—)er +qcr) <0
< q(2c—O—v)+2(p—1)(2c —cy) <0

Uciincii satir 3, EU;(g) < (2n — q)7 + qu'den gelir.

Eger p > 1 (¢ > 0) ise, yukaridaki son satir kesinlikle negatiftir ¢iinkii 2¢;, — (v —
v) <0vep—12>0ve2c,—cy <0 degerlerine sahibiz. Eger p = 0 ise3, o zaman

son satir su hale gelir:
2(cg +2(n—1)c, —n(v —w))

ki bu da cy + 2(n — 1)c;, < n(v — v) degerini varsaydigimiz i¢in tam negatiftir.

Sonug olarak, eger 2¢;, < ¢y ve cy +2(n—1)c, < n(v—v) ise, tiim g € G\ MP
icin W (g) < W(gP) elde ederiz, yani bir ag ancak ve ancak asgari patika ag ise

verimlidir.

3Bu durumda ¢ = 2n olacag icin g bog ag olur.
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|
Lemma 9’un ispati. g’nin ikili kararli bir ag ve S’nin de i ile j arasinda gereksiz
baglant1 olan bir bilegen oldugunu varsayalim. g’ = g — ij oldugunu diigiinelim. ij

arasindaki baglant1 gereksiz oldugundan, onu silmek bilegeni degistirmez. Dolayisiyla

. Ui(g) — cr, egerive jaym topluluktan ise
Ui(g') =
Ui(g) — cy, egerive j farkh topluluklardan ise

olur. Benzeri bir durum j bireyi iginde gegerlidir. Fakat, U;(g') = U;(g —ij) > Us(g)
olur ki bu da g’nin ikili kararl oldugu gercegiyle celigir. |

Lemma 10’un ispati. g dengesiz bir S bilegeni igeren ikili kararli bir ag olsun. S
yalmizca bir topluluktan bireyler iceriyorsa, SN N4 = @) veya SN NP = () ise, o zaman
bilesendeki herhangi bir bireyin ¢ € S faydas1 U;(g) = v —d;(g)crye esittir. g’ = g—1ij

olsun. Bu yeni agda ¢ bireyinin faydasi
Ui(g") =v—di(g')er = v — (di(g) — 1) cr = Ui(g) — e > Ui(g)

olur ki ¢y > 0 oldugu icin bireyin faydasi artmig olur. Fakat bu g'nin ikili kararh
oldugu varsayimu ile celisir.

S her iki topluluktan da bireyler iceriyorsa, s* > s® oldugunu varsayalim. Lemma
9’a gore, derecesi 1 olan en az iki birey vardir. L = {i € S : d;(g) = 1} bu tiir bireylerin
kiimesi olsun?. Dikkate alinmasi gereken iki durum vardir: (i) A toplulugundan olan en
az bir i € LNN* vardir veya (ii) L’deki tiim bireyler B toplulugundandir: LNN? = L.

Birinci durum (i) icin, i € L N N4 ve j € S bireyi i'nin tek baglantisi olsun ve

g’ = g = ij olarak belirleyelim. O zaman,

st (g)) —sP () |si(g) — sP ()]

si(g) +s7(g)  si(g) +s7(g)

oldugundan, EU,;(g’') > EU;(g) olur. Ayrica j'nin artik bir baglantis: eksik oldugundan
baglant: maliyetleri C;(g’) < Cj(g) olur. Bu nedenle, U;(g’) > U,(g) elde ederiz ki bu
da g'nin ikili kararlh oldugu varsayimiyla celisir.

(ii) durumunda ise goyle bir 6nermede bulunuyoruz: S bilegeninde Gyle bir ij
baglantist bulunabilir ki; bu baglantinin kaldirilmasi bilegeni iki bilegsene boler ve

bunlardan biri dengeli bilesen olur ve 77 baglantisinda yer alan bireylerden biri yeni

4Bu bireylere, agac semasi gosterimden esinlenerek agacin uc noktalarma benzedigi icin yaprak
denir
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dengeli bilegene ait olur. Eger bu onermenin dogru oldugu gosterilirse, dengeli
bilegene ait olan birey, diyelim ki i igin, EU;(g') = v > EU;(g) oldugundan daha
yitkksek bir faydaya sahip olur. Dahasi, C;(g') — Ci(g) > c¢;’dir. Bu nedenle, i
bireyinin faydas1 g’ altinda kesinlikle daha yiiksektir; bu da g’nin ikili kararli oldugu
ile celigir.

Simdi, yukaridaki onermemizin dogru oldugunu gosterecegiz. Her asgari bagh
bilesen bir agac semasi gosterimine sahip oldugundan, herhangi iki birey arasinda tek
bir patika vardir. Onermemizi |L| = 2 minimum boyutuyla baslayarak gosteriyoruz.
by,by € NB olmak iizere L = {b1,b2} olsun. b; ve by arasindaki tek olan patika
{b1,11, ...,15_2, ba} ile gosterilsin. Bilegeni tek bir dengeli bilegene bélen ij baglantisini
bulmak i¢in su prosediirii takip edebiliriz: b,’den basglayin. Patikadaki baglantilar
takip edin ve her baglanti icin, bu baglant1 kaldirilirsa ortaya cikan bilegenleri
diigiiniin ve bu bilegsenlerden b;’in ait oldugu yeni S bilesenindeki A ve B
topluluklarindan birey sayilarmi, 54 ve 5P, sayilarmi takip edin. ij baglantisi
bulunana kadar devam edin. Prosediiriin bir adiminda ¢ baglantisinin bulunmasi
gerektigini gosterecegiz. Ornegin, by’den basglaym ve ilk baglanti byi; baglantisim
diigiintin. Bunu kaldirmak S’yi iki bilesene boler: {b1}, {i1,...,i5-2,b2}. b bireyinin
ait oldugu S = {b;} bilegeni i¢in s = 0 ve % = 1 olur. Eger diger bilesen dengeli

degilse bir sonraki adima geceriz. Bir sonraki baglanti i,y icin, eger i; € N4 ise, o

zaman 54 = 1 ve % = 1 olur ki dengeli bir bilesene ulasmis oluruz. Aksi takdirde
5B > 54 olur ve bir sonraki baglantiya geceriz. Bu prosediirle ilgili kritik gozlem

sudur ki, yukaridaki prosediir bir £ adimina kadar 75 baglantisini bulamazsa, o zaman
baglant1 silindikten sonra b, iceren S bileseni icin 88 > $4 olacaktir. Sekil 12've
bakiniz.

Sekil 12 )
Dengesiz Bir Bileseni Biri Dengeli Olmak Uzere Iki Bilesene Bolen Baglantiy, Gosteren
Prosediir

Fakat prosediiriin bagarisiz oldugu £ adimi s — 2 adimina kadar devam edemez zira
bu durumda 57 > 54 olmas1 gerekir ki bu da en bastaki varsayimimiz s* > s? ve b € B

varsayimlar1 geregi olan 4 > 3P ile celisir.
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|L| > 2 durumunda da benzer bir argiiman gegerlidir. Kok i.nin birden fazla
baglantist olan bireylerden biri oldugu bir aga¢ gosterimini ele alalim. Ornegin Sekil
13’de L = {by, b, ...,b5}'dir. Prosediire terminal diigtimlerinden (bir baglantisi olan
bireyler) baglar ve i, kokiine giden patikay1 takip eder. Ornegin, prosediir by ile
baglar. ¢; bireyine ulastiginda 4j baglantisin1i bulamazsa, bir sonraki by bireyini
diigiintiriz. is’ye ulastiginda da prosediiriin basarisiz oldugunu varsayalim. Sonraki
adimda iki bilegen Sy, S ve ig’y1 32 > 34 olan S bilegenine birlestiririz. Bu prosediir
sonunda kok ,’ye ulagacagindan ve onceki adimlardaki tiim bilegsenlerini S bilegenine
birlestireceginden, ij baglantisii bulamamak 37 > 34 anlamina gelir ki bu da
54 > 5P varsaymmiyla celisir.
Sekil 13

Asgari Bagl Bilesenlerin Aga¢ Semasy Gdsterimde Dengesiz Bileseni Biri Dengeli
Bilesenlere Bolmek

Dolayisiyla onerdigimiz prosediir her L degeri icin caligmaktadir ve siradan
olmayan dengesiz bir bilesen her zaman iki bilegsene boliinebilir ki bu bilegenlerden
biri dengeli olacaktir. Bu da ispatta kullandigimiz onermemizi kanitlar ve dolayisiyla
Lemma 10’daki ifadeyi de kanitlar. |
Lemma 11’in ispati. g siradan bilegenlere sahip ikili kararl bir ag olsun. Sy, ..., Sk
siradan olmayan bilesenler ve {i1},...,{i,} swradan bilesenler olmak {izere
S(g) = {51, ..., Sk, {i1}, ..., {im}} bilegenler kiimesi olsun.

Lemma 10’a gore, sirada olmayan tiim bilesenler dengelidir. Dolayisiyla, tim i =

{1,...,k} icin s = sP olmahdir. Bu da, m’nin cift say1 oldugu ve bir topluluktan

m
% 2

siradan bilegen ve diger topluluktan % siradan bilegen oldugu anlamina gelir.
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is € N4 ve i, € NP herhangi iki bilesen bilesen ve g’ = ¢ + i4i; olsun. Eger

cy < U —uvise, tiim k = {i,,4;} i¢in

U(g)—Uk(g) =7 —cy—1v>0

elde ederiz ki bu da g’nin ikili kararli oldugu varsayimi ile celigir. |

Onerme 12’nin ispati.

1.

ii.

cyg > U — v oldugunu varsayalim. Bos agin ikili kararhh oldugu agiktir c¢linki
topluluk arast bir baglanti eklemenin maliyeti beklenen faydadaki kazanctan daha

fazladur.

Bog agin tek ikili kararli ag oldugunu goérmek i¢in, g'nin bos agdan farkl ikili
kararll bir ag oldugunu varsayalim. Bu agdaki S € S(g) siradan olmayan bir
bilegen olsun. Lemma 10’a gore, S dengeli ve indirgenemez bir bilegsendir ve tiim
k € S i¢in EU(g) = v'dir. S bilegeninde en az bir topluluklar arasi baglanti
vardir. Diyelim ki bu baglant1 ¢ ve j arasinda olsun. O zaman tim k& = {7, j}

icin

Ur(g') — Ui(g) = EUk(g') — EUk(g) + cu
>cg+uv—70

>0

olur ki bu g'nin ikili kararli ag olma varsayim ile celigir.

Tim tam eslesmelerin ikili kararli oldugunu gostererek basliyoruz. Varsayalim
ki cg < U — v ve m herhangi bir tam eglesme olsun. Tam eslesmelerin ikili
kararliligini gostermek icin, mevcut bir baglantiy1 silmek veya yeni bir baglanti

eklemek icin hicbir tegvik olmadigini dogrulamamiz gerekir.

17 € m’nin tam eglesme m’deki herhangi bir baglanti oldugunu varsayalim. Tam
eglesmenin tanimi geregi, bu ij baglantisi topluluklar arasi baglantidir ve {i,j} €

S(m)’dir. Bu nedenle, tiim k& € {7, j} igin
U(m)=7—cy > Up(m—1j) =v

olur. Bu da bize herhangi bir tam eglesme m’deki topluluklar arasi1 baglantilar

silmenin bireylerin faydasina olmadigini gosterir.

1j ¢ m baglantisinin m tam eglesmesinde olmayan herhangi bir baglant1 oldugunu
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varsayalim. Tam eglesmenin tanimi geregi, ij baglantis1 topluluk i¢i baglanti
olmahdir ve farkh topluluklardan olan bazi n # m icin {i,m},{j,n} € S(m)
olmalidir. Bu nedenle tiim & € {4, j} i¢in

Ur(m) =70 —cy > Up(m +1ij) =0 —cy — cr,

olur. Bu da bize herhangi bir tam eslesme m’de olmayan bir baglantiy1 eklemenin
bireylerin faydasina olmadigini gosterir. Yukaridaki argiimanlar bize tiim tam

eslesmelerin ikili kararli oldugunu ispatlar.

Her ne kadar cy < U — v ise tam eglesmeler ikili kararli iken bu kosgul altinda
tiim ikili kararh aglar tam eglesme degildir. Simdi 6nermenin ikinci ifadesini
gosterecegiz. g, tiim bilesenlerinin S € §(g) nin asgari bagl, dengeli (dolayisiyla
siradan olmayan) ve indirgenemez oldugu bir ag olsun. Bu agda tiim bireyler tam
sigortaya erigir ve en yiiksek beklenen faydaya ulagir: tiim ¢ € N i¢in EU;(g) = .
g'nin bilegen kiimesini S(g) = {51, ..., Sk} ile gosterelim dyle ki s; > s9 > ... >
Sk ve ¥ = %sl olsun. Bu tir aglarin ikili kararli oldugunu gostermek i¢in benzer
bir sekilde mevcut bir baglantiy1 silmek veya yeni bir baglant1 eklemek i¢in hicbir

tegvik olmadigini dogrulamamiz gerekir.

Baglant1 eklemek i¢in higbir tegvik olmadigini gormek kolaydir. ¢,5 € N, ¢;; =0
olacak gekilde iki birey olsun. i ve j bireylerinin g+ij agindaki beklenen faydalari,
ister ¢ ve j aymi bilegene ait olsun (her iki birey de yeni ag g + ij’de ayni dengeli
bilegende kalir) ister farkl bilegenlere ait olsun (her iki birey de artik g + 75 deki
dengeli yeni bir bilegene ait olur ki; bu, ¢ ve j'nin g’de ait oldugu iki dengeli
bilegenin birlegimidir) 7’a egit olmaya devam edecektir. Ancak her iki bireyin
faydalari, sirasiyla ayni topluluktan veya farkli topluluklardan olmalarina baglh
olarak c;, veya cy kadar azalir. Yani, k = {i,7} icin Ux(g + i1j) < Uk(g) olur,
bu da her hangi iki bireyin aralarinda yeni bir baglant1 eklemenin faydalarina

olmadig1 anlamina gelir.

g'nin ikili kararlihgim gostermek icin, g’de var olan bir baglantiy1 silmek icin
bir tegvik olmadigini da gostermemiz gerekir. ij € g'nin g agindaki herhangi bir
baglant1 oldugunu varsayalim. g'deki tim bilegsenler asgari bagh ve
indirgenemez oldugundan, ij baglantisini silmek, S € S(g) bilesenini iki
dengesiz bilesene bolecektir 6yle ki; bunun bireylerin net faydasinda zit etkilere
sebep olur. Bireyler artik dengesiz bilegenlerde bulunacagi i¢in her iki bireyin de

beklenen faydalarini azaltir ancak her iki bireyin de baglantilarini stirdiirmenin
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maliyetini azaltarak net faydada artig yoniinde bir etki yapar. Baglantiy1 silmek
icin en yiiksek tegvike sahip olan bireyi (maliyette en yiiksek kazang, beklenen
faydada en diigiik kayip) belirliyoruz ve bu bireyin bile baglantiy1 silmek igin
tegviki olmadigini gosteriyoruz. S € S(g) nin, her iki ¢ ve j bireyinin de g’de ait

4 = 5B oldugunu

oldugu bilesen oldugunu varsayalim. S dengeli oldugundan s
fark edin. S;(g —ij) € S(g —ij) ve Sj(g —ij) € S(g — 1j) swrasiyla i ve j'nin
g —1j aginda yer aldigi dengesiz bilegenler olsun. Bireyin beklenen faydalarinda

degigim

AEU; = EU;(g) — EUi(g — ij) =0 — EU(s{'(g — ij), s/ (g — ij))
AEU; = EU;(g) — EU;(g — ij) =v — EU(s} (g — ij), s7 (g — ij))

olur. Ag g — ij'deki ¢ ve j bireylerin beklenen faydalarinin sirasiyla
|SlA<g i) — s (8= 1j)] ve | ]A(g J) J (& —ij) oranlariyla negatif iligkili

s{'(g —ij) + s (g — ij) si(g —ij) + sP(g — ij)
oldugunu hatirlayalim. Yeni agdaki bilesen biiytikliikleri ile ilgili olarak

sHe—ij)+sig—ij) = s* =" = sP(g —ij) + 5] (g — i)

dogrudur ve bu, bilegenler indirgenemez oldugu icin su anlama gelir.

s (g — i) — s (8 = ij)| = Isj' (g — is) — 5] (& —ij)| #0

Bir baglantiy1 silmek icin en yiiksek tegvike sahip olan bireyleri belirlemek icin,
g — ij aginda en yiiksek beklenen faydaya sahip olan diger bir ifadeyle g — ij
aginda ait oldugu yeni bilegeninde en diisiik orana sahip olan bireyleri bulmamiz
gerekir. En diigiik oran, pay 1’e esit oldugunda ve payda miimkiin olan en yiiksek
deger olan s — 1 oldugunda elde edilir. g’'nin farkl bilegsenlerindeki tiim bireyler
arasinda, biiyiikliigii en yiiksek biiyiikliik olan s*’a esit olan bilegsen, orandaki en
yiiksek paydaya da sahiptir. Bu nedenle, beklenen faydadaki en yiiksek kazang v—
EU(s* —1, s*) a egittir ve en yiiksek kazanci olan bireyin i* oldugunu varsayalim.
Baglantiy1 silmenin en bliytik kazanci, topluluklar arasi baglanti oldugunda elde

edilir. O zaman bir baglantiy1 silmenin en yiiksek net fayda degisimi
Us(g—1j) —Up(g) =7 — EU(s* —1,5%) + cy

olacaktir ki bu degisim eger cy < v — FEU(s* — 1, s*) ise 0’dan biiyiik veya ona

esittir. Bu da bilegenleri siradan olmayan, dengeli ve indirgenemez olan aglarin
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ikili kararli olmasi i¢in gereken kogulu bize verir.

iii. Son olarak, asgari patika agi icin, yalmzca bir topluluklar arasi baglanti
oldugundan ve onu silmek tek bilegseni yalnizca bir topluluktan bireyler iceren
iki bilesene bolecektir. Bu, tiim bireylerin beklenen faydalarimi v’den v’a
degistirir ve ¢y < U — v oldugundan, topluluklar arasi baglantida yer alan iki
aracinin baglantiy1 silmek icin hicbir tesviki yoktur. Higbir iki bireyin topluluk
ici  baglantisin1  silmek  i¢in  tegviki = olmadigim1  gbstermek  icin
¢, < U — EU(n — 1,n)e ihtiyacimiz var ¢iinkii bir baglantiy1 silmek igin en

yiiksek tegvike sahip olan birey, bir arkadasi olan bireylere bagh olan bireylerdir.

Onerme 13’iin ispata. {g"}5°'nin Boliim 3.4’te agiklanan dinamik siirecin aglarinin
dizisi oldugunu varsayalim. M C G eslesmelerin kiimesi olsun: bir topluluktan her
bir bireyin ya farkli bir topluluktan olan sadece bir baglantisinin oldugu ya da hig
baglantisinin olmadigr aglar. Alternatif olarak, bir eglesme, tiim bilegenlerinin ya bir
birey (yani siradan bilegen) ya da farkh topluluklardan olan tam olarak iki birey igeren
aglardir. Yani, M = {g € G :|S] <2tiim S € S(g) ve |S| =2ise biri € N4 ve j €
NP icin S = {i,j}}. Tam eslesmenin, arkadasi olmayan hicbir bireyin olmadig1 eslesme
oldugunu unutmayin.

Onermenin ilk kismu icin, ¢y < ¥ — v oldugunu varsayalim. Dinamik siirecin her
turundaki aglarin eslesme kiimesine ait oldugunu iddia ediyoruz: tiim ¢ icin gt € M.
Iddiamiz1 ¢ {izerinde tiimevarimla gosteriyoruz. ¢ = 0 icin, tiimevarmmm temel
durumunu olusturan g° = g? € M’ye sahibiz.

Tiimevarim adimi icin, ¢t > 0icin g' € M oldugunu varsayalim. g'*! € M oldugunu
gostermek istiyoruz. 4j'nin ¢ adiminda rastgele secilen baglant1 oldugunu varsayalim.
Iki durum vardir: (1) ij topluluk ici baglantidir veya (2) ij topluluklar aras: baglantidr.

Durum 1'i ele alalm ve 4,5 € N4 oldugunu varsayalim. g’ € M oldugundan,
17 baglantis1 g'’de mevcut degildir, dolayisiyla sadece i ve j bireylerinin baglantiy:
eklemek icin tegvikleri olup olmadigini kontrol etmemiz gerekir. 7 ve j'nin arkadas
sayistyla ilgili olarak dikkate almamiz gereken ti¢ durum vardir: (7) d;(g') = d;(g") = 0,
(i) di(8") = dy(g") = 1 ve (iii) di(g") # dy(g).

(¢) durumunda k € {7, 5} icin

Up(g) =v>Un(g +ij) =v—rcp

Bu nedenle, hem ¢ hem de j bireyleri ¢5’ye baglant1 eklemek igin tegvike sahip degildir,
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dolayisiyla gttt = gt € M.
(#7) durumunda k € {4, j} icin,

Uk(gt) =vV—cyg > Uk(gt+w) =vU—cyg—cCy,

Bu nedenle, ne birey ¢ ne de birey j'nin ¢ baglantisini ekleme tegviki vardir, dolayisiyla
ghtl =gl e M.

(#74) durumu i¢in, g' € M varsaymmimin tiim ¢ bireyleri i¢in d;(g') < 2 anlamima
geldigini fark edin. Genelligi kaybetmeden, d;(g") = 1,d;(g") = 0 varsayiyoruz. O

zamarn

EU(g") =v > EUi(g' +1ij) = BEU(2,1) ve Ci(g") = cy < Ci(g" +ij) = cy + cr
EU;(g") =v < EUj(g' +1ij) = EU(2,1) ve Ci(g") = 0 < Ci(g' +ij) = c¢,

Her ne kadar, ¢, < EU(2,1)—wv olmas1 durumunda, j bireyi ij baglantisini eklemek igin
tegvike sahip olsa da, ¢ bireyinin baglantiy1 eklemesi faydasini azaltir, ¢inkii yukaridaki
ilk satir U;(g') > Ui(g’ +ij) anlamima gelir. Bu nedenle g'*! = g’ € M.

Durum 2’yi ele alalim ve genelligi kaybetmeden i € N4 ve j € N oldugunu
varsayalim. Iki durum vardir () topluluklar arasi baglant1 ij zaten g’ agindadir: ij € g’
veya (i1) ij baglantis1 g aginda degildir: ij & g'.

(i) durumunda tiim & € {4, j} icin

Up(g) =0 —cy > Up(gh —ij) =v

olur bu da ¢y < ¥ — v varsaymmindan cikar. Bu nedenle gi™! = gt € M.

(74) durumunda, i ve j'nin arkadag sayisiyla ilgili olarak dikkate almamiz gereken
iig durum vardir: (a) di(g") = d;(g") =0, (b) di(g") = d;(g") = 1 ve (c) di(g') # d;(g").
(a) durumunda tiim & € {4, j} icin

U(g) =v < Up(g' +ij) =7 —cy

Bu nedenle, hem 7 hem de j bireyleri ¢5’ye baglant1 eklemek icin tegvike sahiptir. Bu
nedenle g't! = gt +ij € M.
(b) durumunda tim k € {7, j} i¢in,

Up(gh) =7 —cy > Up(g' +ij) =0 — 2cy
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yani ij baglantisin1 eklemek, beklenen faydayr degistirmeden maliyeti artirir. Bu
nedenle, ne ¢ ne de j bireyi, 75 baglantisin1 eklemek icin tegvike sahip degildir. Bu
nedenle g't! = g € M.

(¢) durumu i¢in, g' € M varsayimimm tiim 4 bireyleri i¢in d;(g') < 2 anlamima
geldigini fark edin. Genelligi kaybetmeden, d;(g") = 1,d;(g") = 0 varsayiyoruz. O

zamarn

EU;(g") =v > EUi(g' +ij) = EU(1,2) and Cy(g") = cy < Ci(g' +1ij) = 2cpy
EU;(g") = v < EU;(g' +ij) = EU(2,1) and Ci(g') = 0 < Ci(g" +ij) = cy

Her ne kadar, cy < EU(2,1) — 7 olmas1 durumunda j bireyi ij baglantisini1 eklemek
icin tegvike sahip olsa da, ¢ bireyinin baglantiy1 eklemek icin tegviki yoktur ¢iinkii
yukaridaki ilk satir U;(g') > Ui(g’ + ij) anlamina gelir. Bu nedenle gi™! = g’ € M.

Yukarida ele aldigimiz durumlar tiimevarim adimini olusturur: eger ¢ > 0 igin
gt € M ise, 0 zaman g't! € M olur. Onermenin ilk bolitmiin kanitim bitirmek icin
gostermemiz gereken tek sey, stirecin sonunda tam bir eglesmeye ulagtigini gostermektir.

Okuyucu, yalmzca 2.73.a durumunda topluluklar arasi bir baglant1 ij ¢ g’ rastgele
secildiginde siirecin adimlarinda agin degistigini (g’ # g*') oldugunu fark etmelidir.
Herhangi bir baglantiy1 segme olasiligi pozitif oldugundan ve sonlu bir agdaki baglanti
sayisi da sonlu oldugundan, siire¢ bir sonlu 7" adiminda tam eslesmeye ulagsacaktir. Son
olarak, Onerme 12’a gore, tiim tam eglesmeler cy < ¥ — v oldugunda ikili kararlidir;
bu da tiim ¢ > T icin g’ = g7 anlamina gelir.

Onermedeki ikinci ifadenin ispati icin, ¢z > T — v oldugunu varsayalm. Ifadeyi,
baglantinin tiirtinden (topluluk igi veya topluluklar arasi olmasinda) bagimsiz olarak,
rastgele secilen baglantiy1 bog aga eklemek icin hicbir tegvik olmadigini gostererek
kanithyoruz. Rastgele secilen baglant1 ij ayni topluluk baglantisiysa, o zaman tiim
ke {i,j} i¢in

Up(g”) =0 < Up(@"+ij) =u—cg

olur ve rastgele secilen baglanti ij topluluklar arasi baglantiysa, o zaman tiim k € {i, j}
icin

Ur(g”) =v < Up(g’ +ij) =0 —cx

olur burada son esitsizlik cy > ¥ — v varsayimindan kaynaklanir. Her iki durumda
da, bireyler bog agda kesinlikle daha yiiksek faydalara sahiptir. Bu nedenle, siire¢ 0
adimmda durur. W

Lemma 17’nin ispati. Lemmanin ilk kismi igin, topluluklar farkli sayida birey



94

icerseler de Lemma 9 ve Lemma 10"1n kanitlarindaki tiim argiimanlar gecerlidir.
Lemmanin ikinci kismi i¢in, g’nin ikili kararh ve ¢y < v — v oldugunu varsayalim.
g'nin bilesen kiimesinin S(g) = {51, ..., Sp, {i1}, ..., {ig}} oldugunu ve p tane siradan
olmayan bilegen S, ...,.S, ve ¢ tane siradan bilegen {4}, ..., {i,} oldugunu varsayalim.
Tiim siradan olmayan bilegenler Lemma’'nin ilk kisminda dolay1 dengeli oldugundan,

A A P A __ P

st =50, .., 5 P s sPolsun. Y7 54 <

_ B : _
= s, sonucunu elde ederiz. s = f= s S

|IN4| = n oldugundan s < n olduguna dikkat edin. Eger s = n ise, zaten gostermek
istedigimiz sonuca ulagmig oluruz. Eger s < n ise, A toplulugundan n — s > 0 tane
siradan bilegsen ve B toplulugundan n+ k — s tane siradan bilegsen vardir. Fakat Lemma
11’e gore, A toplulugundaki herhangi bir siradan bilegendeki bireyin, B toplulugundaki
herhangi bir siradan bilegsendeki bireyle bir baglanti ekleme konusunda tegvike sahip
oldugunu biliyoruz. Bu, g'nin ikili kararli oldugu varsayimi ile celisir. Bu nedenle,
s = n olmalidir ve eger cy < v — v ise ikili kararl bir agda topluluk B’den tam olarak
k siradan bilegen vardir. |

Onerme 18’in ispati. Toplam risk altinda bir risk paylagim ag1 diigiinelim.

i. Eger ¢y > v — v ise, bog agin tek ikili kararli ag oldugunu gormek icin, tiim
argiimanlar toplam risk altinda risk paylasim aglarina da uygulandigindan,

Onerme 121m kanitinin ilk béliimiine bakilabilir.

ii. Onermenin ikinci kism icin, Lemma 17a gore, tum ikili kararh aglarda tam
olarak k siradan bileseni vardir ve bunlarin hepsinin B toplulugundandir. Bu
bilegsenler {i},...,{ir} olsun. T = UF_,{i;}'nin bu k siradan bilesendeki tiim
bireylerin kiimesi oldugunu varsayalim. N \ T kiimesiyle smirh alt aglar kiimesini
diigiiniin. O zaman Onerme 12°daki tiim argiimanlar gecerli olur ve gostermemiz

gereken sonuca ulagmig oluruz.

Lemma 19’un ispati. Toplam risk altinda risk paylagim aglarinda da Lemma 6 ve

Lemma 7 ispatlarinda tiim argiimanlar gegerlidir. |

Lemma 24 Asgari bagl bir S bilesenin boyutu |S| > 1 ise, bu bilesende tek bir

baglantisi, d;(g) = 1, olan en az bir i € S bireyi vardar.

ispat. S kiimesi |S| > 1 olmak iizere asgari bagli bir bilesen olsun. Bu bilegsende
ies di(8) = 2(s — 1) olur. Eger tiim i € S i¢in d;(g) > 2 ise
Y ics di(g) = 2s olur ki bu da bir celigkidir. |

s — 1 baglant1 vardir ve )
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