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On dokuzuncu yiizyilda yasamig Osmanli devlet adami ve matematik¢i Mehmed
Emin Paga (6. 1267/1851) Osmanli Devleti’nin tahsil i¢cin Miihendishane’den
Avrupa’ya gonderdigi ilk subaylardandir. Egitiminin ardindan yurda doniigiinde
onemli devlet gorevlerine atanmigs ve Mekteb-i Harbiye Nazirligi, Rumeli
Ordusu Misirligi, Arabistan Ordusu Miisirligi gibi biirokratik ve askeri
vazifelerde bulunmustur. 1250/1834 yilinda Ingiltere’ye génderilerek, burada
askeri egitimin ardindan Cambridge Universitesi’nde matematik tahsili géren
Emin Paga, buradaki egitiminin semeresi olarak 4An Introduction to the Calculus
of Variations: with a theoretical view of maxima and minima adlh Ingilizce bir
eser kaleme almistir. Matematigin o donemde yeni bir aragtirma alami olan
varyasyonlar hesabina bir giris mahiyetinde olan bu eser 1839 yilinda Londra’da
basilmigtir. Bu ¢aligmada Emin Pasa’nin Calculus of Variations eseri bilimsel
acidan degerlendirilerek donemindeki konumu belirlenmeye c¢alisilmistir.
Ingilizce olan eserin Tiirkge terciimesi de hazirlanmistir. Ayrica Emin Pasa’nin
Ingiltere’deki egitim siireci ve iilkesine dondiikten sonraki hizmetlerine dair
malumat, kaynaklar ve arsiv belgeleri 1s18inda derlenerek bir biyografi
olusturulmustur.
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ABSTRACT

Nineteenth century Ottoman statesman and mathematician Mehmed Emin Pasha
(d. 1267/1851) was one of the first officers sent to study abroad by Ottoman
Empire. After his education abroad, he was appointed to important government
posts and served in crucial burocratic and military positions such as Minister of
Mekteb-i Harbiye, Marshal of the Rumeli Army, and Marshal of the Arabian
Army. Emin Pasha was sent to England in 1250/1834 and studied mathematics
at the University of Cambridge. As a result of his education here, he wrote a
book An Introduction to the Calculus of Variations: with a theoretical view of
maxima and minima. This work, which was an introduction to the calculus of
variations, a new field of research in mathematics at that time, was published in
London in 1839. In this study, Emin Pasha's Calculus of Variations is examined
scientifically and its importance in its period is tried to be determined. A Turkish
translation of the work has also been prepared. In addition, a biography of Emin
Pasha's education process in England and his services after his return to his
country were compiled in the light of sources and archival documents.
Keywords: Mehmed Emin Pasha, calculus of variations, mathematics in late-
Ottomans, history of mathematics.

Giris

Osmanli topraklarindan Avrupa sehirlerine egitim amaclh dgrenci gonderilmesi
egitimde modernlesme c¢abalarinin alamet-i farikalarindan biridir. Batili egitim
modellerinin transferi ve gelismis Bat1 {ilkelerinden teknoloji ve bilimsel bilgi
aktarimi niyetiyle, devlet veya sivil destekli gerceklestirilen bu faaliyet giiniimiize
degin yayginligini1 ve popiilaritesini korumustur. Bu fikir her ne kadar on sekizinci
yiizyilin ikinci yarisindan itibaren araliklarla dile getirilmis ve bazi tesebbiisler
olmussa da ilk 6grencilerin ancak 1830 yilinda Sultan II. Mahmud saltanatinda
Paris’e gonderildigi goriiliir. Bu ilk girisimden sonra imparatorlugun fiilen
sonlanmasina degin Mekteb-i Harbiye, Milhendishane-i Bahri-i Hiimaytn ve Berri-i
Hiimaytn, Tibbiye gibi modern egitim kurumlarindan yiizlerce basarili 6grenci,
Avrupa’nin Paris, Viyana, Londra, Berlin gibi biiyiik sehirlerinde miihendislikten
temel bilimlere ¢esitli alanlarda tahsillerine devam etmiglerdir. Bu &grencilerin bir
kismi1 yurda dondiikten sonra egitim faaliyetlerine katkida bulunmus, bir kismi ise
miihim askeri veya biirokratik gérevlere atanmiglardir.

Imparatorlugun Avrupa’ya gonderdigi ilk isimlerden biri olan Mehmed Emin
Pasa 6rnegi lizerinden yurt dis1 egitim programinin serencamina bir pencere agmayi
hedefleyen bu galismanin iki ayag1 vardir: (i) Mehmed Emin Pasa’nin Ingiltere’de
gordiigii tahsil siireci ve sonrasinda aldig1 asker? ve idari gorevleri arsiv belgeleri ve
kaynaklar {izerinden izleyerek bir biyografi olusturmak; (ii) Emin Pasa’nin
Cambridge Universitesi’ndeki egitiminin sonunda kaleme aldign Calculus of
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Variations adli eserini degerlendirmek ve bir terciimesini sunmak.' S6z konusu kitap,
nadir eser smifindan olup bilinen tek niishasi istanbul Teknik Universitesi Mustafa
nan Kiitiiphanesi Nadir Eserler koleksiyonunda kayitlidir. Calismada kullanilan
niisha bu kiitiiphaneden elde edilmistir.

Mehmed Emin Pasa’nin Hayatina Dair

Miihendishane-i Berri-i Hiimayun baghocalarindan Hiiseyin Rifki Tamani’nin
oglu Emin Bey, Mekteb-i Harbiye Nazirligi'nin yan1 sira bir¢ok iist diizey idari ve
askeri gorevlere getirildiginden, Osmanli Arsivleri’nde erisilen belgeler ve doneme
ait kaynaklar vasitastyla kariyerini izlemek miimkiindiir. Mehmed Esad’in Mir’dt-1
Miihendishdne-i Berri-i Hiimdyin adli eserinden 6grendigimize gore istihkam alay
emini vazifesinde iken bir zabit ve 10 talebe ile birlikte 1250-51/1834-35 yillarinda
Ingiltere’ye tahsil icin génderilmistir. Bunlar istihkam kaymakami Bekir Bey ile
Ibrahim, Dervis, Enis, Yusuf, Siileyman, Mahmud, Tahir, Arif, Ahmed ve Halil
Efendilerdir. Yine Mehmed Esad’dan 6grendigimize gore, mezkur Dervis Efendi
sonradan kimyager Dervis Paga, Tahir Efendi ise Mekteb-i Harbiye’nin cebir
hocalarindan Bostanizdde Hoca Tahir Pasa olacaktir. 2

Devlet Arsivleri'nde 1250 yilmin sonunda ingiltere’ye tahsil igin génderilen
Ogrencilerin yerlerine vardiklar1 ve okula kaydolduklarina dair verilen bir raporda 14
dgrenci oldugu bilgisi yer alir.? Fakat 6grencilerin isimleri gegmez. Sayilar ve tarihler
kiyaslandiginda Emin Bey’in dahil oldugu grubun bu belgede bahsedilenlerle ayni
oldugu anlasilir. Buradan 1250 yilmin son ayimnda Ingiltere’ye ulastiklart sonucu
¢ikarilabilir. Ahmet Dénmez de Osmanli-ingiliz iliskileri {izerine yazdig1 doktora
tezinde bu 14 6grencinin 30 Aralik 1834 tarihinde Istanbul’dan ayrildiklarini
kaydeder. Yine ayni kaynaktan Mir’at’ta zikredilmeyen 4 6grencinin Miithendishane-i
Bahri-i Hiimay{in’dan Osman, Aziz, Salih ve Mustafa Efendiler oldugunu dgreniriz.*

1253 y1linda yazilmus diger bir belgede ise bagka bir vesile ile Ingiltere’ye tahsile
gonderilen bazi isimlerden bahsedilir. Bunlar Lagimc1 Miralay1 Bekir Bey, Lagimci
Kaymakami Emin Bey ve Miihendis Ibrahim, Dervis, Enis, Arif, Mahmud ve Halil
Efendilerdir.” Mehmed Esad’in zikrettigi Yusuf, Siileyman, Tahir ve Ahmed
Efendilerden bahsedilmez. Bu belgede terzilik egitimi {izerine Viyana’ya gonderilen
baz1 6grencilere, daha once Ingiltere’ye gonderilen, isimlerini yukarida zikrettigimiz

I Makaledeki alint1 veya metin, tiim terciimeler yazara aittir.

2 Mehmed Esad, Mir’dt-1 Miihendishdne-i Berri-i Hiimdyiin, Istanbul: Karabet Matbaasi, 1312, s. 64-
65.

3 Devlet Arsivleri Bagkanligi Osmanli Arsivi (OA), Hatt-1 Hiimdyin (HAT) 1179/46582, 29 Zilhicce
1250.

4 Ahmet Donmez, “Osmanh-Ingiliz Iliskileri: Diplomasi ve Reform (1833-1841)”, doktora tezi,
Selcuk Universitesi Sosyal Bilimler Enstitiisii, 2013, s. 174.

5 Devlet Arsivleri Bagkanligi Osmanli Arsivi (OA), Cevdet Askeriye (C.AS) 191/8251.
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Ogrencilere verilen icretler ornek gosterilerek her birine 3000 kurus harcirah
verilmesi talep edilmektedir. Donmez’in arastirmasinda da Ingiltere’ye génderilen
ogrencilerin harcamalarmin Sultan’a biiyiik bir yiik oldugundan bahsedilir.®

Donmez, tezinde, Ingiltere’ye egitime gonderilen bu ilk grubun oraya
varmalarindan iilkeye doniislerine kadar gecirdikleri donemi arsiv belgelerinin
15181inda ayrintilartyla ortaya koyar. Buna gore dgrencilerin okullara kabul edilme
siiregleri kolay olmamistir. Baglangigta Porstmouth, Woolwich ve Sandhurst’teki
askeri okullara donanma, piyade, topguluk ve miihendislik egitimi almak {izere
yerlestirilmeleri diisiiniilmiistiir. Fakat hem diplomatik iliskilerdeki gerginlik hem
askeri biirokrasi Osmanli subaylarinin askeri okullarda resmi olarak bulunmalarina
engeldir. Ayrica 6grencilerin Ingilizce dil yetersizligi de 6nemli bir sorun olarak
ortaya ¢ikmustir. Bunun iizerine 6grenciler ilk iki y1l Ingilizce 6zel dersler almislar,
askeri okullara yaslar1 biiylik oldugu gerekgesiyle Ogrenci olarak kabul
edilmediklerinden 6zel dersler ve misafir 6grenci statiisiiyle askerlik egitimlerini
siirdiirmiislerdir.

Osmanl Devleti’nin baglangictaki talebi 6grencilere, kendileri i¢in takdir edilen
konularda egitim gordiikten sonra uzmanliklarini bildiren diploma belgelerinin
verilmesidir. Fakat miizakereler sonunda ancak Woolwich Kraliyet Harp
Akademisi’nde misafir 6grenci olarak bulunmalarina razi olunmustur. Bu sirada
egitimleri 0zel bir plan dahilinde yonetilmis ve daha cok teorik egitimlere tabi
tutulmuglardir. Bir an evvel egitimlerini tamamlayip iilkelerinde hizmet edecek
seviyeye gelmek amacina binaen 6grencilerden bazilar pratik imkaninin azhigindan
sikayet ettiklerinde elgilik nezdinde yapilan bagvurular siyasi iligkilerin de kismen
diizelmesi ile nihayet kabul gérmiis, bir nebze de olsa pratik egitim imkani da
bulmuslardir.” Yine de bu belgeler ve yazismalar 6grencilerin higbir zaman biiyiik bir
misafirperverlikle karsilanmadiklarini géstermesi acisindan dikkate degerdir.

Bu ortamda Emin Bey’in nasil olup da Cambridge Universitesi’ne dahil
olduguna dair bir kayit heniiz bulunamamistir. Donmez, Emin Bey’in Dervig Efendi
ile birlikte madenlerin bulunmasi, ¢ikarilmasi ve dokiimii konusunda egitim gérmek
iizere gonderildigini sdyler.® Fakat askeri okullarin bu Ogrencileri kabulde
gosterdikleri isteksizlik sonrasinda bu alanlarda egitim aldigina dair kesin bir kayit
yoktur. Bu donemde oOgrencilerin egitimine nezaret etmekle gorevli Ingiliz
binbagisinin raporunda Ingiltere’ye génderilen talebeler arasinda Emin Bey’in
kendisinden bagka subay olan tek kisi Bekir Bey ile birlikte derslere devam etmek
yerine bilgilerini arttirmak amagh kimya, mineraloji ve matematik kitaplar
okumalarmin gerekliligine dair bir kayit mevcuttur.” Bu sartlar altinda matematik
egitimi almasina nasil karar verildigi sorusu halen aydinlatilmay1 beklemektedir.

Dénmez, “Osmanli-ingiliz Tliskileri”, s. 181, 183.
Dénmez, “Osmanli-Ingiliz Tliskileri”, s. 175-184.
Dénmez, “Osmanli-ingiliz Tliskileri”, s. 178.
Donmez, “Osmanli-Ingiliz fliskileri”, s. 180.

© ® 29 o
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Cambridge Universitesi mezun kayitlarindan Emin Bey’in 23 Ekim 1837
tarihinde Trinity Hall’a “fellow commoner” statiisii ile kabul edildigini
ogreniyoruz.'® Bu riitbe genellikle zengin ve aristokrat ailelerden gelen dgrencilere
verilirdi ve bu smifa dahil olan 6grenciler diger baz1 ayricaliklarla birlikte Hall’in
baskani ve iiyelerinin yemek yedigi 6zel masada oturma hakkina sahiplerdi.'!
Universite kayitlarinda Emin Bey icin diisiilen “Sultan tarafindan génderildi” notu
tizerinde 6demelerde bulunuyordu. Buradan Emin Bey’in Cambridge egitiminin
haberli ve izinli oldugu, hatta desteklendigi anlasilir. Askeri egitimin beklendigi gibi
gitmemis olmasinin bu tercihe ve izne bir sebep olmasit muhtemeldir.

Londra’da bulunduklar1 sirada Osmanli subaylarmin Sultan tarafindan tesvik
amacl terfi ettirilmesi kararlastirilmistir.'> Buna binaen 1253 yilinda Emin Bey’e
mirlivalik riitbesi verilmistir.'> Béylece Emin Bey, Emin Pasa olmustur. Nitekim
Cambridge’den ayrilisinin haber yapildig1 The Cambridge Chronicle gazetesinin 12
Aralik 1840 tarihli niishasinda Emin Pasa olarak gecer:

Cambridge’de Trinity Hall’un sabik iiyelerinden, meshur Tiirk matematik¢i Emin Pagsa,
ilmi birikim icin bes yildan fazladir bulundugu Avrupa’dan Istanbul’a déndii. Kendisinin
Maarif-i Umumiye Nazirthigi gorevine veya Mihendislik Okulu yoéneticiligine
atanmasinin muhtemel oldugu konusuluyor.'

Gazetenin aldig1 duyumlar hepten yersiz degildir. Nitekim Emin Pasa, yurda
dondiikten hemen sonra Mekteb-i Fiinin-1 Harbiye Nazirligi gorevine atanacaktir.
Emin Pasa, Londra’dan ayrildiktan sonra bir siire Paris’te ikamet eder, Fransizcasini
gelistirir ve buradayken Fransizca olarak roket nazariyati lizerine bir eser kalem alir.
Mémoire sur un Nouveau Systéeme de Confection des Fusées de Guerre ismini tagtyan
bu eser 1840 yilinda Paris’te basilir.!> Ardindan Berlin ve Viyana’da gegirdigi birkag
ayda askerl okullarda ve tesislerde incelemelerde bulunur ve 1256 yilinda yurda
doner.'®

10 “ACAD-A Cambridge Alumni Database”, University of Cambridge Library, https://venn.lib.cam.ac.
uk/cgi-bin/search2018.pl?sur=&suro=w&fir=&firo=c&cit=&cito=c&c=all&z=XTUR &tex=&sye
=&eye=&col=all&maxcount=50 (erisim: 9 Mart 2023).

I “Glossary of Cambridge-related Terminology”, University of Cambridge Library, https://www.lib.
cam.ac.uk/university-archives/glossary/fellow-commoner (erisim: 12 Mart 2023)

12 Dénmez, “Osmanli-ingiliz Tliskileri”, s. 182.

13 Devlet Arsivleri Bagkanligi Osmanli Arsivi (OA), Hatt-1 Hiimdyiin (HAT) 309/18272.

14 “Emin Pacha, late of Trinity hall, Cambridge, the celebrated Turkish mathematician, has returned to
Constantinople from Europe, where he has spent more than five years in the acquisition of science;
it is spoken of as being probable that he will be appointed minister of public instruction, or a director
of a polytechnic school.”, Cambridge Chronicle and Journal and Huntingdonshire Gazette, 12
Aralik 1840, s. 2.

15 Emin Pacha, Mémoire sur un Nouveau Systéme de Confection des Fusées de Guerre, Paris:
Bachelier, Imprimeur-Libraire, 1840.

16 Devlet Arsivleri Baskanligi Osmanl Arsivi (OA), Irdde Hariciye (LHR.) 5/249.
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Mekteb-1 Fiinlin-1 Harbiye Nazirlig1 gorevi sirasinda Harbiye’nin nizami ve
egitimin iyilestirilmesi hususunda dikkate deger gayret sarf eder. Bu donemde okulda
gerceklestirdigi yenilikler ve egitimde ve yonetimde izledigi usule dair ayrintili
malumat Mehmed Esad’in Mir’at-1 Mekteb-i Harbiye eserinden ve Salih Zeki’nin
Kdmiis-i Riydziyydt'inda “Emin Pasa” maddesinden okunabilir.!”

Emin Paga Mekteb-i Harbiye Nazirlig1 gorevinin ardindan Dar-1 Sura-y1 Askeri
azaligina tayin edilir ve 1259 yilinin sonunda reislige atanir.'® 1261 yilinin sonunda
ise Ordu-y1 Hiimay(in Reis-i Erkanlig1 gérevine getirilir.'” 1262 yili baginda Cebel-i
Liibnan vilayetindeki karigikliklar1 yerinde incelemek ve meselelerin hallini
saglamak iizere gorevlendirilir.?® 1263 yilinda Rumeli Ordusu Miisirligine ve son
olarak 1265 yilinda Arabistan Ordusu Miisirligine tayin edilir.?! Rumeli Ordu Miisiri
iken Arnavutluk’taki isyanlar1 bastirmak igin gorevlendirilir.?? Tiim bu malumattan
anlagildig1 lizere ilmi ¢aligmalariyla birlikte basarili bir askerl kariyer yiiriitiir.
Arabistan Ordusu Miisirligi vazifesini siirdiirmekte iken 16 Zilkade 1267 (12 Eyliil
1851) tarihinde Sam’da vefat eder.??

Varyasyonlar Hesab1 ve Emin Pasa’nin Calculus of Variations
Adl Eseri

Varyasyonlar hesabi fonksiyonlarin tanim kiimesindeki kii¢iik degisiklikler olan
varyasyonlart kullanarak fonksiyonlarin maksimum ve minimum degerlerini
bulmakta kullanilan bir hesap yontemidir. S6z konusu fonksiyonlarin tanim kiimesi

17 Mehmed Esad, Mir’at-1 Mekteb-i Harbiye, Istanbul: Artin Asaduryan Sirket-i Miirettibiye Matbaast,
1310, s. 32-43; Salih Zeki, Kamus-1 Riyaziyyat, Istanbul Universitesi Nadir Eserler Kiitiiphanesi
T910, s. 539-542. Salih Zeki Kdmus-i Riydziyydt’m Emin Pasa ile ilgili maddesinde biiyiik oranda
Mehmed Esad’in metninden yararlanmistir, bununla birlikte Salih Zeki’nin metninde bazi hatalar
mevcuttur. Mesela Salih Zeki, Emin Pasa’nin 1259 yilinda yurda doniisiinde mirlivalik riitbesine
terfi ettigini soyler. Halbuki yukarida zikrettigimiz lizere arsiv belgelerinde Emin Bey’in heniiz
Ingiltere’de iken mirlivalik riitbesi aldig1 sabittir. Nitekim Cambridge Chronicle gazetesi de
kendisinden “Emin Pasa” olarak bahseder. Ayrica Pasa, 1256 yilinda istanbul’a dénmiistiir. Mehmed
Esad’in Emin Paga hakkinda yazdigi béliimiin ve Salih Zeki’nin mezkir Emin Pasa maddesinin
Tiirkge transliterasyonlari i¢in bkz. Atilla Polat, “Mekteb-i Harbiye Nazirlarindan Matematikgi
Mehmed Emin Pasa’nin Biyografisine Giris”, Osmanli Bilimi Arastirmalar, S. 20, c. 2,2019, s. 59-
74. Polat, makalesinde, Emin Pasa’nin Istanbul’a doniisiinden sonraki hayati ve gorevleri igin
Mehmed Esad ve Salih Zeki’nin metinlerini esas aldigini belirtir. Bu sebeple makalesinde 6rnek
olarak mirlivalik riitbesinin yurda déndiikten sonra verildigi bilgisini tercih etmistir.

18 Devlet Argivleri Bagkanlhigi Osmanli Arsivi (OA), Hatt-1 Hiimdyiin (HAT) 1643/5.

19 Devlet Argivleri Bagkanligi Osmanli Arsivi (OA), Hatt-1 Hiimdyin (HAT) 1643/16.

20 Devlet Arsivleri Baskanligi Osmanh Arsivi (OA), Mdabeyn-i Hiimdyiin Irddeleri (MB.I) 1/17.

21 Devlet Argivleri Bagkanligi Osmanli Arsivi (OA), Sadaret Mektubi Kalemi Miihimme Evraki (A.
MKT.MHM), 2/65; Irdde Déhiliye (I.DH) 161/8361; Sadaret Mektubi Kalemi (A.MKT) 208/33.

22 Devlet Arsivleri Baskanligi Osmanli Arsivi (OA), Sadaret Amedi Kalemi Defterleri (A.AMD) 2/40;
Sadaret Mektubi Kalemi (A.MKT) 100/28.

23 Atilla Polat, “Mekteb-i Harbiye Nazirlarindan Matematik¢i Mehmed Emin Pasa’nin Biyografisine
Giris”, s. 65.
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reel degerli oldugunda tiirev operasyonu ile basitce maksimum ve minimum degerler
elde edilebilir. Fakat fonksiyonlar, fonksiyonlari girdi olarak aldiginda ise
fonksiyonel denen o6zel bir ¢esit fonksiyon olarak tamimlanirlar ve bu tip
fonksiyonlarin maksimum ve minimum degerleri i¢in varyasyonlar hesabi gerekir.
Fonksiyonlar1 ve tiirevlerini ayni1 anda igeren belirli integraller fonksiyonellere bir
Ornektir.

Bu tip problemler i¢in en basit drnek iki nokta arasindaki en kisa uzakligi bulma
sorusudur. Oklides geometrisinin ideal uzayinda bu mesafe iki noktay1 birlestiren
dogru pargasmin uzunlugudur (Sekil 1). Fakat gercek diinyada mesafeyi alacak
nesnenin hizim1 veya izleyecegi yolu etkileyecek farkli kuvvetler bulunabilir.
Matematik tarihinde c¢ok bilinen Orneklerden biri Brakistokron egrisidir. Bir
diizlemde birbirinin altinda olmayan A ve B noktalarindan, A noktasindan B
noktasina yer ¢ekiminin etkisi altinda ulasacak bir pargacigin izleyecegi en hizli yol
olarak tanimlanan bu egriyi bulma problemi ilk kez Johan Bernoulli (6. 1748)
tarafindan 1696 yilinda formiile edilerek cagdasi matematik¢ilerden cevap talep
edildi. Jakob Bernoulli (6. 1705), Isaac Newton (6. 1727), Gottfried Leibniz (6.
1716), Marquis de I’Hospital (6. 1704) gibi 6nde gelen matematikgiler probleme
¢oziimler sundular.*

A

Sekil 1. Brakistokron Egrisi

Brakistokron egrisinin genellestirmeleri {izerine ¢alisan Bernoulliler, Leonhard
Euler’in (6. 1783) de konuya dahil olmasina yol agti, Euler ise Joseph Louis-
Lagrange’1 (0. 1813) etkiledi. O sirada on dokuz yaginda bir gen¢ olan Lagrange’in
buldugu bir yéntem olan varyasyonlar, Euler’in isimlendirmesi ile varyasyonlar
hesabimin temelini olusturdu.

Emin Pasa Cambridge Universitesi’ndeki egitiminin sonunda varyasyonlar
hesabina dair bir makale kaleme aldi. Bu ¢alisma miistakil bir eser olarak 1839
yilinda Metcalfe and Palmer Yayievi tarafindan 4An Introduction to the Calculus of
Variations: with a theoretical view of maxima and minima (Varyasyonlar Hesabina

24 Herman H. Goldstine, A History of the Calculus of Variations from the 17th through the 19th
Century, New York: Springer, 1980, s. 30-46.
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Girig: Maksima ve Minimaya Teorik Bir Bakis Ile) adiyla basildi.”> Emin Pasa bu
makalesini yazdig: sirada varyasyonlar hesabinin temel metinleri kaleme alimuist.
Makalenin sonunda atif yaptig1 Fransiz matematik¢i Siméon Poisson’un 1831 yilinda
yaymlanan “Mémoire sur le Calcul des Variations”?® adli makalesi ile Alman
matematik¢i Carl Jacobi’nin 1836 tarihli “Sur le Calcul des Variations et sur la
Théorie des Equations Différentielles”’ baslikli makalesi bu metinlerden ikisidir.
Her iki metin de varyasyonlar hesabinin ileri tekniklerini igerir. Jacobi’nin makalesi
sonraki yillarda serhleriyle etkisini siirdiirecektir.

“An Introduction to the Calculus of Variations” makalesinin girisinde Emin
Pasa’nin Cambridge Universitesi mensuplarma hitaben kaleme aldigi bir metin
bulunur. Eserin telif sebebine dair bu dnsdzden bazi ¢ikarimlarda bulunulabilir. Bu
metne “To the Members of The University of Cambridge, Gentlemen” (Cambridge
Universitesi Uyelerine, Baylar) hitabiyla baglanmasi metnin haddizatinda Cambridge
Universitesi’nde verilmis konusmanin yazili hali oldugu ihtimalini akla getirir.
Nitekim 27 sayfalik bir caligma olan makale konuya bir girig mahiyetinde, bir
seminer dersi olabilecek niteliktedir. Fakat bu husus kesin olarak agikliga kavusmus
degildir.

“Ons6z”de Cambridge Universitesi iiyesi olmaktan duydugu onur ve mutlulugu
gosteren agdali climleler dikkat ¢eker. Emin Pasa, bu ¢alismasini, aldigi egitimde
kendisine sunulan imkéanlar ile gosterilen ilgi ve alakaya bir tesekkiir niyetiyle kaleme
aldigin1 beyan eder. Ayni zamanda egitiminin de ilk meyvesi olarak degerlendirir:

Yabanci bir iilkede, memleketimden uzakta Biiyiik Britanya’nin soylu evlatlarindan arzu
edebilecegim her tirlii egitim ve ilgiyi almig bulunuyorum, Britanya comertligi
hakkindaki daha 6nceki yiiksek goriislerimin beni ummaya yonelteceginden bile daha
fazlasini. Bana sunulan paha bicilemez iyiliklere gdstermem gereken tesekkiiriin kalict
bir anisin1 birakmak tizere kiigiik bir kitap¢ik yayinlamay1 diisinmeye tesvik edildim. Bu
caligmadaki ana amacim Universite’den edindigim tiim faydalara tesekkiirlerimi kalici
bir sekilde iade etmek olmaliydr. Bu gayeyle, asagidaki “Giris” secildi ve eksikleri daha
az fark edilebilir veya daha ¢ok mazur goriilebilir umuduyla onu indirgeyebilecegim en
kiigiik kapsama daraltilarak ayr1 bir makalenin konusu yapildi. Umarim saygideger ilim
mevkiinizde ekilen tohumlarin ilk meyvesi ve Cambridge’deki hocalarim ve
arkadaslarim birlikte hatirlayacagim siikran ve muhabbetin bir teminat1 olarak kabul
edilir.?®

Emin Paga’nin makalesi varyasyonlar hesabina bir giris metnidir. Hacminin
kiigtikliigii Emin Paga’nin da dnsdzde belirttigi lizere konunun ayrintilarina girmeye

25 M. Z. Ameen Bey, An Introduction to the Calculus of Variations: with a theoretical view of maxima
and minima, Cambridge: Metcalfe and Palmer, 1839.

26 Siméon Poisson, “Mémoire sur le Calcul des Variations”, Mémoires de I’Académie des Sciences
Tome XII, 1833, s. 22-331.

27 Carl Jacobi, “Sur le Calcul des Variations et sur la Théorie des Equations Différentielles”, Journal
de Mathématiques Pures et Appliquées 1re série Tome 3 1838, s. 44-59.

28 M. Z. Ameen Bey, Calculus of Variations, s. 2-3.
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miisaade etmemistir. Bu agidan doneminde tedaviilde olan, bazilar1 yukarida
zikredilmis metinlerle kiyaslandiginda bir arastirma makalesinden ¢ok bir ders notu
izlenimini verir. Bununla birlikte konunun temellerini anlamak i¢in ziyadesiyle
yararli bir metindir.

Makale, maksimum ve minimum kavramlarinin tanimlariyla baglar ve tarihten
konuya temaslarla problemlerden ornekler verilir. Pierre de Fermat’nin (6. 1665)
maksimum ve minimum degerleri bulmak i¢in uyguladigi, sonsuz kiigiik belirsiz
nicelikleri denklemden sadelestirme yoOntemi bir Ornekle agiklanir. Daha sonra
diferansiyel hesabin temel yontemi kisaca anlatilir.

Diferansiyel hesapta ele alinan fonksiyon islemler boyunca degismeden kaldigi
miiddetce maksimum ve minimum hesab1 basit bir tiirev alma islemiyle yapilabilir.
Degigkenlerin bazilar1 bir degiskenin fonksiyonu ise ve aralarindaki bagmti
verilmigse biraz daha karmasik olmakla birlikte yine tiirev alma islemiyle sonug elde
edilir. Eger bu ikinci durumda degiskenler arasindaki baginti bilinmiyorsa yine
gerekli islemler izlenerek bazi denklemler bulunur. Bu denklemlerden hangi
durumlarda maksimum ve minimuma ulagsmanin imkéansiz olacagi, hangi durumda
degerlerden sadece birine ulagilacagi ve farkli degiskenler i¢in gérece maksimum ve
minimum degerlerinin sartlar1 belirlenebilir. Emin Paga bu sartlara gotiiren yollari
teorik olarak anlattiktan sonra iki 6rnek ile yontemi ayrintili olarak agiklar.

Ik problem “herhangi noktasindaki teget ile apsisin eksenine dik verilen iki
dogru kesistiginde teget ve eksen arasinda sinirlanan dortgen parcanin alaninin
maksimum veya mimimum olacag1 bir egri bulmak” ikincisi ise “herhangi bir
noktasindaki alt normali ve apsisinin toplaminin karesi minimum olan egriyi
bulmak’tir. Problemlerin ¢6ziimii makalemizin son boliimde verdigimiz, Calculus of
Variations eserinin terciimesinden izlenebilir.

Diferansiyel hesabin siradan problemlerine dair bu bahisten sonra Emin Paga
Brakistokron egrisi problemi ile varyasyonlar hesabina giris yapar:

...verilen bir noktadan digerine en hizli azalan bir egri bulunmak istensin. Bu durumda,
ilk noktada x yatay ve y dikey olarak 6l¢iiliir ve zaman u ile gosterilirse

dy\?
1+(2)
du_ dx
JT+7p?
uszzj d
x x

veya

V29y
elde ederiz. Integral, verilen noktalarm apsisleri olan x' ve x' smirlar1 arasinda
alinmalidir. Fakat bu ifadenin y = ¢(x) verilmedigi miiddet¢e integrallenemeyecegi
aciktir. Maksima ve Minima ile iligkili bu problemlerin genis bir kiimesi geometri ve
fizik arastirmalarinda gergekten siklikla ortaya c¢ikarlar. Coziimleri ig¢in Diferansiyel
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Hesapta kurulan yontemler agikga yetersizdir. Bu iliskiyi veya ¢(x) in formunu
kesfetmek i¢in analizin daha yiiksek bir dalina, Varyasyonlar Hesabina miiracaat etmek
gerekir.

Varyasyon hesabin1 Lagrange’in buldugu yonteme dayandiran Emin Pasa, bu
yontemle s6z konusu hesabin sistemlestirildigini ve Farklar Hesabi’nin (Calculus of
Differences) bir alt dali haline geldigini ifade eder. Ardindan varyasyon tanimini
verir. Buna gore x, y degiskenleri ile y’nin x’e gore diferansiyel katsayilarini
degisken olarak iceren bir V fonksiyonu igin, fo integralini maksimum veya

minimum yapacak y = ¢(x) bagintisin1 bulmak problemini ele alalim. Bu durumda
integral hem x ve y degiskenlerinin degisimi ile hem de farkli y = ¢p(x) bagintilarina
gore degisir. ¢(x) fonksiyonunun 1 (x)’e doniigiimii arasindaki fark, yani y(x) —
¢(x), y’nin varyasyonu olarak adlandirilir ve 8y ile gosterilir. Benzer sekilde dx,
x’in varyasyonunu belirtir.

Bundan sonra Emin Paga, varyasyon hesabi yontemini temel seviyede kavramak
icin yararl bir 6rnek vermistir. Yontemi daha iyi anlamak i¢in bu makalenin son
boliimiinde verilen terciimede 8. maddede yer alan 6rnek incelenebilir.

Makalenin geri kalaninda Emin Paga varyasyon operatorii 6 'nin tabi oldugu bazi
kurallari, sik kullanilan bazi fonksiyon tiirlerinin varyasyonlarint ve bunlarin
ispatlarini verir. Bu kurallar soyle listelenebilir:

i. Varyasyonlarm tiirevi ve integrali almabilir. Tirev ve integral
fonksiyonlarinin varyasyonlari hesaplanabilir. Zira varyasyonlar da birer
fonksiyondur. Yani

dsy,sdy,s [V, [ 6V
gosterimleri anlamlidir.

ii. Bir niceligin diferansiyelinin varyasyonu, niceligin varyasyonunun
diferansiyeline esittir. Yani §dy = ddy esitligi saglanir.

Benzer sekilde bir fonksiyonun integralinin varyasyonu, fonksiyonun
varyasyonunun integraline esittir. Yani § [ V = [ 6V esitligi saglanr.

_day . . _ dsy  déx _d%y

iii. p =—_=tiirev fonksiyonunun Vary:syonu 56p =— TP veq=—+
qe . d d . .
ikinci tiirev fonksiyonun varyasyonu 6q = d—: —-q d—xx olur. Bu sekilde daha yiiksek

dereceden tiirevlerin de varyasyonlar1 hesaplanabilir.

iv. Iki degiskenli bir fonksiyonun ve degiskenlerden birinin diferansiyel
katsayilarinin varyasyonunu, her iki degiskenin varyasyonlar1 ve ayni diferansiyel
katsayilar1 cinsinden bulma yontemi.

v. Ug degiskenli bir fonksiyon ve bu degiskenlerden ikisinin iigiinciiniin bir
fonksiyonu kabul edilerek elde edilen diferansiyel katsayilarinin varyasyonunu
bulma yontemi.

vi. Degiskenlerinden birinin diger ikisinin bir fonksiyonu oldugu ii¢ degiskenli
bir fonksiyonun varyasyonunu bulma ydntemi.
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vii. Bir egrinin alttanjantinin (subtangent) varyasyonunu bulma yontemi.

Tim bu kurallar ve problem orneklerinden sonra Emin Pasa makalesini
diferansiyel hesap ve varyasyon hesabi arasindaki miihim farka deginerek nihayete
erdirir. Sadece diferansiyel operatdrii d’yi igeren fonksiyonlarin varyasyonunu
hesaplamak zor degildir. Zira bu durumda varyasyon tiireve tekabiil eder. Dolayisiyla
d operatorlerini § ile degistirmek yeterlidir. Fakat fonksiyonda integral operatorii
bulunuyorsa mesele farkli bir hal alir.

Diferansiyel hesabin en bilinen ve temel sonucuna binaen diferansiyel ve
integral operatdrleri birbirinin ters operatorleri oldugundan fo fonksiyonunun tiirevi

basitce V olarak bulunur. Fakat ayn1 fonksiyonun varyasyonu olan § fo bambaska

bir fonksiyondur. Bu tip problemlerde varyasyon hesaplamak gerekir. Dolayisiyla
“Varyasyonlar hesabinin ana amac1 V fonksiyonu y ve onun diferansiyel katsayilarini

icermek iizere
s[v. of[v..
x yJx

gibi fonksiyonlarin varyasyonlarina ulasmaktir.”

Emin Pasa, sundugu giris metninin bu genis konunun ¢ok az bir kismina
degindigine isaret ederek ve ilgilileri Poisson ve Jacobi’nin heniiz yaymlanmis
caligmalarina yonlendirerek makalesini sonlandirir.

Degerlendirme

Emin Paga’nin varyasyonlar hesabina dair bu makalesi hem matematikte yeni
bir aragtirma alaninda yazilan ilk metinlerden olmasi hem de bir Osmanlh
matematikg¢isinin ¢agindaki tartigmalari takip ederek konuya katki sunmasi agisindan
Osmanli son donem matematik tarihi ¢alismalarinda 6nemli bir konumdadir. Ayrica
eserin Emin Pasa’nin Cambridge Universitesi’ndeki ¢alismalar1 sonrasinda ve bu
kurumla iligkili olarak kaleme alinmasi egitim tarihimizde dikkate deger bir yer tutan
yurt digina dgrenci ve personel gonderme politikasinin uygulamalart ve ¢iktilar
agisindan da incelemeye konu olmay1 hak eder.

Makalenin igerigine dair yapilan incelemede ortaya konuldugu {izere, ¢alisma
varyasyonlar hesabina bir girig 6zelligi tasir. Varyasyonlar hesabina neden ihtiyag
duyuldugu tartisilarak temel tanimlar ve yontemler orneklerle agiklanir. Nitekim
Emin Pasa da 6nszde bir giris metni telif ettiine igaret ederek ¢alismanin hacminin
ve amacinin ancak bu kadarina miisaade ettigini belirtmistir. Bununla birlikte
konuyla alakali ileri okumalar i¢in doneminin kapsamli ve 6ncii metinlerinden ikisine
atifta bulunmas1 konunun inceliklerinden bihaber olmadigim1 gosterir. Bu sebeple
Emin Pasa’y1 ancak bir giris metni yazabilecek seviyede degerlendirmek hatali
olacaktir. Bilakis, artik olgunlagmis, ¢ok bilinen bir konuyu degil de matematik
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camiasinin heniiz giindemine girmis ve gelismekte olan bir konuyu ele alarak temel
seviyede agiklayict bir metin kaleme almasi bir tercih olmalidir. Nitekim eserin
Cambridge Universitesi iiyelerine sunulmasi ve Cambridge’de Metcalfe and Palmer
Yayinevi tarafindan yaymlanmis olmasini1 da akademik degerine dair bir isaret olarak
algilamak miimkiindiir.

Emin Pasa’nin bu ¢alismasi ile ilgili aydinlatilmay1 bekleyen noktalardan biri
¢aligmanin tam olarak ne amagla yazildig1 sorusudur. Egitimini tamamlamis olmanin
bir nisanesi, kendisinden talep edilen bir bitirme tezi mi veya seminer metni mi, yoksa
tamamen kendi sahsi meraki ve tesebbiisii ile yiiriitiilmiis bir ¢alisma m1 oldugu
sorularma elimizdeki kaynaklarla bir cevap bulabilmis degiliz. Salih Zeki Kdmus-1
Riydziyyat’ta Emin Paga ile ilgili maddede Vidinli Tevfik Pasa’dan nakil ile eserin
yazilis sebebi ve igerigi hakkinda bazi degerlendirmelerde bulunur.”® Buna gore
eserin Cambridge Universitesi’nde “cemiyet iiyeligine kabul” miinasebetiyle hem bir
tesekkiir ve saygi gostergesi hem de tahsilinin ilk meyvesi olarak yazildigini ve
cemiyete sunuldugunu belirtir. Bununla birlikte Emin Pagsa’nin, {iniversitenin bir
cemiyetine tiyelige kabul edildigi iddiast1 somut delile muhtactir. Cambridge
Universitesi’nin doneme dair arsivlerinde konuyla ilgili bir evrak arastirmasi hem bu
soruya hem de eserin yazilis amacina yonelik sorulara bir cevab1 muhtemel kilabilir.
Ayrica boyle bir arastirma ile Emin Paga’nin Cambridge’de gegirdigi yillar
aydinlatmak agisindan da faydali olacaktir.

Calculus of Variations’in Terciimesi

VARYASYONLAR HESABINA GIRIS

MAKSIMA VE MINIMAYA TEORIK BIR BAKIS iLE

ALBAY M. Z. EMIN BEY, TRINITY HALL; CAMBRIDGE MENSUBU

CAMBRIDGE UNIVERSITESI UYELERINE,

BAYLAR,

Aranmizda ikamet ettigim siire boyunca sanli kardesliginizin tiim simiflarinin bana
gostermis oldugu evrensel nezaket ve bilge kurulusunuzun bir {iyesi olarak kabul
edilmemin seckin onuru bana tasavvur edilebilmesi igin ancak tecriibe edilmesi
gereken bir zevk ve mutluluk verdi. Ne size karsi duydugum minnettarlik
duygularimi ifade edecek belagate, ne de karsilik beklemeksizin bana sundugunuz
nezaketinize minnet borcumu édeme imkanina sahip oldugum diisiincesiyle bazen bu
mutluluk ve zevk lekeleniyor. Hangi dil, bilginin berrak pmarimdan yudumlamasina
izin verilmis olan kimsenin hislerini veya o yiice ve tiikenmez zevkte, bilimleri
o0grenmede, kendini simartmanin imkénlarini ona sunanlara, onu iiniversiteye kabul
edenlere, Oliimsiiz Newton’un ayak izlerine bakmasma izin verenlere, bu sanl
Filozofu yildizlara giden yolunda (6lgiilemez bir uzakliktan da olsa) takip etmesini

29 Salih Zeki’nin ve Vidinli Tevfik Paga’nin goriigleri, Atilla Polat’in Emin Paga makalesinde sundugu,
Kdmus-i Riyaziyydt’m ilgili maddesinin transliterasyonundan okunabilir. Bkz. Atilla Polat, “Mekteb-
i Harbiye Nazirlarindan Matematik¢i Mehmed Emin Pasa’nin Biyografisine Giris”, s. 71.



Mehmed Emin Pasa ve Calculus of Variations Adli Eseri 81

ve yaratilisin agir kiitlelerini, uzayin engin sinirsizligini ve evrenin Kadir-i Mutlak
Yaraticisinin sifatlarini gérmeyi miimkiin kilanlara kars1 duygularini ifade edebilir?
Yabanci bir iilkede, memleketimden uzakta Biiylik Britanya’nin soylu evlatlarindan
arzu edebilecegim her tiirli egitim ve ilgiyi almis bulunuyorum, Britanya comertligi
hakkindaki daha 6nceki yiiksek goriislerimin beni ummaya yonelteceginden bile daha
fazlasini. Bana sunulan paha bigilemez iyiliklere gdstermem gereken tesekkiiriin
kalici bir anisin1 birakmak tizere kiigiik bir kitap¢ik yayinlamayi diisiinmeye tesvik
edildim. Bu c¢aligmadaki ana amacim {iniversiteden edindigim tiim faydalara
tesekkiirlerimi kalici bir sekilde iade etmek olmaliydi. Bu gayeyle, asagidaki “Giris”
secildi ve eksikleri daha az fark edilebilir veya daha ¢ok mazur goriilebilir umuduyla
onu indirgeyebilecegim en kiigiik kapsama daraltilarak ayr1 bir makalenin konusu
yapildi. Umarim saygideger ilim mevkiinizde ekilen tohumlarm ilk meyvesi ve
Cambridge’deki hocalarim ve arkadaglarimi birlikte hatirlayacagim siikran ve
muhabbetin bir teminati olarak kabul edilir.

Baylar,

Sizlerin en sadik ve miitevazi hizmetginiz

Olmanin onuruyla,

M. Z. Emin.

Varyasyonlar Hesabina Giris

1. Degisken bir nicelik artarak sonlu bir biiyiikliige ulasip ardindan azaldiginda
bu biiyiikliik bu degisken nicelige gore bir maksimum olur. Bir nicelik azalarak belirli
bir degere ulasip ardindan arttiginda bu degere onun minimumu denir. Ayrica,
maksimum ve minimum kabul eden ancak bu tiir niceliklerdir. Dolayisiyla herhangi
bir sayinin boliinebilecegi iki kismin ¢arpimi bir maksimum, verilen bir noktanin bir
dogruya uzakligi bir minimum kabul ederken, verilen bir noktanin bir elipsin
cevresine uzakligi hem bir maksimum hem de bir minimuma sahip olmaya
elveriglidir.

Maksima ve minima® problemleri ilk defa Apollonius’un Konika’sinda goriiliir.
5. Kitap’in neredeyse tamami koni kesitlerinin egrileri iizerinde verilmis noktalardan
cizilebilecek en uzun ve en kisa dogrulart belirleme problemi ile ilgilenir.
Apollonius’un yontemi basitce bir noktadan egriye ¢izilen her dogrunun, belirledigi
dogrudan minimum durumunda daha biiyiik, maksimum durumunda daha kiiciik
oldugunu ispatlanmasindan miitesekkildir. Eukleides tarafindan da kullanilan®!
yontem, maksima ve minima problemlerini geometrik olarak ¢6zmeyle mesgul olan
tiim geometriciler tarafindan da takip edilmistir.

30 Maksimum ve minimum kelimelerinin ¢ogul halleri (C. N.)
31 3, Kitap, Onerme 7, 8.
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2. Fermat, maksimum ve minimum durumunu isaret eden dogru ilkeyi ilk fark
eden kisi gibi goriiniir. Bu ilke soyledir: Bir nicelik bu durumlardan herhangi birine
yaklastiginda degisimleri gittikce azalarak sonunda kaybolur. Bu ilkenin bu
problemlere uygulanmasinda Fermat, diferansiyel hesaba ¢ok yakin bir yontem
kullanir, 8yle ki hem Lagrange hem de Laplace’ Fermat’y: diferansiyel hesabin
mucidi sayarlar. De maximis et de minimis yonteminde Fermat maksimum veya
minimum olacak fonksiyonu ayni ifadenin bilinmeyen veya degisken niceligi, kiiglik
bir belirsiz nicelik kadar arttirilmig veya eksiltilmis haline esitledi. Ardindan her iki
tarafta da ayni1 olan terimleri silerek ve kalan terimlerin her birini belirsiz nicelige
bolerek sorudaki bilinmeyen niceligin degerinin bulunabilecegi bir denklem elde etti.
Fermat tarafindan verilen asagidaki 6rnek bu yontemi gosterir.

Bir (a) dogrusunu ¢arpimlart maksimum olacak sekilde iki parcaya bolmek.

x pargalardan biri olsun, bu durumda a — x digeri olur; carpimlari olan ax — x?2
maksimum olacaktir. x degerine belirsiz nicelik (e) ekleyerek asagidaki yeni ifadeyi
a(x + e) — (x + e)? ve bdylece

ax—x*2=a(x+e)— (x +e)?

elde ederiz. ikinci taraftaki terimleri agip her iki tarafta da bulunan terimleri silerek
ve kalanlar1 e terimi ile bolerek a — 2x — e = 0 denklemini elde ederiz.

Simdi, e niceligini 0 olarak yok sayarsak, maksimum durumunda a — 2x = 0

o1
--x—za

olur. Bu sonug, geometriden de (Euk. II. 5) bildigimiz gibi, dogrunun iki esit par¢aya
boliinmesi gerektigini gosterir.

Diger bir 6rnek i¢in x3 — bx? ifadesini maksimum yapacak x degerini talep
eden 6rnegi alalim. Bu, verilen bir koniden kesilecek en biiyiik silindiri belirleme
probleminde olusur.

Daha 6nce oldugu gibi burada e keyfi bir niceliktir. Elimizde

x3 —bx? = (x+e)®—b(x + e)?
denklemi vardir. Buradan
3x%2—2bx+3ex+e?—be=0
denklemini elde ederiz. e igeren terimleri yok saydigimizda 3x? — 2bx = 0

. _2b
..x_3

olur.

Bu oOrneklerin her ikisinde de bu yontemin, fonksiyonun maksimum olacak
diferansiyel katsayisini sifira esitleyerek elde edilenle ayni denklemi verdigi
goriilebilir. Zira, keyfi e niceligini dahil etmedeki ama¢ sadece daha sonra
diferansiyel katsay1 veya ilk tiiretilmis fonksiyon olarak anilacak fonksiyonu elde
etmek oldugundan her ikisinde de ilke aynidir. Diferansiyel hesabin ilkesi Fermat’nin
yonteminde bu sekilde agikga goriilmekle birlikte, yine de problemlere genel olarak

32 Legons sur le Calcul de Fonctions, s. 321. — Exposition du Systéme du Monde, livre v. chapitre 5.
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uygulanmasinda orada goriilen transandantallerin ve koklerin kaybedilmesi gerekir.
Bu da 6zel hileler gerektirir. Iste bu da, algoritmasmin basitligi ve genelligi ile
diferansiyel hesabin ¢are bulmay1 amagladigi seydir.

3. Maksima ve minima problemleri diferansiyel hesabin ilk uygulandigi
problemler arasindadir.

V = ¢(x) maksimum veya minimum olacak fonksiyon olsun ve x yerine x + h
yazildigini farz edelim. Bu durumda V', V’nin karsilik gelen degeri olmak tizere
d-¢(x) h N d?-¢p(x) h*? d3-¢p(x) hB

V=V — 1 dx?  1-2 dx? 1-2-3

+ .-

olur.

Simdi, diferansiyel katsayilardan hi¢biri sonsuz olmamak sartiyla, bu dizinin her
teriminin kendisinden sonra gelen terimlerin toplamindan biiyiik olmasini saglayacak
kadar kii¢iik bir h degeri segilebilir. Diger bir deyisle, serilerin isareti ilk teriminin
isaretine baglidir. Dolayisiyla, V maksimum veya minimum oldugunda, V' —V, ve

d-¢(x) Jh
dx

bdylece serinin ilk terimi, T sirastyla negatif veya pozitif olmalidir.

Bununla birlikte, h c¢arpant pozitif veya negatif olabileceginden, birinci

40 h
d

dereceden olan T teriminin isareti h’nin igaretine baglidir. Bu sebeple serinin

ilk terimi kaybolmadik¢a V' —V artis1 daima pozitif veya daima negatif olamaz.
d-¢(x)
dx
Bu sart saglandiginda V’nin artis1, yani V' — V
d?-¢(x) h*? d®-¢(x) hd
dx? 1-2 dx3 1-2-3
olur. Bu ibare yine V maksimum oldugunda negatif ve V minimum oldugunda pozitif

2, 2
290 h terimi h nin karesini bir ¢arpan olarak ig¢erdiginden

dx? 1-2
az¢(x)
dx?

Dolayisiyla = 0 elde ederiz.

+ ...

olmalidir. Fakat

isareti agik olarak h nin isaretinden bagimsiz olacak ve dolayisiyla tamamen
fonksiyonunun isaretine bagl olacaktir.

Boylece, V = ¢(x) maksimum veya minimum oldugunda Z—Z = 0 elde ederiz ve
2
birini digerinden ayrimi su sekildedir; % 33 niceligi birinci durumda negatif ve
ikinci durumda pozitif olur.

- av azv . o I av ..
Eger -, Ve —— nin her ikisi de kaybolursa, ayni akil yiiriitme —53 un de

4
kaybolacagini gosterir ve % niceligi V' maksimum oldugunda negatif ve V

minimum oldugunda pozitif olacaktir. islem bu sekilde devam eder.
4. Diferansiyel hesapta siradan maksima ve minima problemlerinde ve genel
olarak tiim uygulamalarinda fonksiyonun dogasinin bilindigi ve sorusturma siiresince

2
33 Eserde hatali olarak % yazilmustir. (C. N.)
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ayni kaldigr farz edilir. Ulagilmak istenen hedef herhangi verilen fonksiyonu
maksimum veya minimum yapacak 6zel degerin belirlenmesidir. Bir 6nceki maddede
aciklandig1 tizere bu diferansiyel katsayiy1 0’a esitleyerek gergeklestirilir. Bu sekilde,
¢Oziimii fonksiyonun maksimum veya minimumuna tekabiil eden bir degeri verecek
olan bir denklem elde edilir. Dolayisiyla V = ¢ (x) fonksiyonunun

a+x
V= . v b2 + x2

dv x3 — ab?

azx2 b2+x2=
1 2

olur. Buradan x = asbs 3% elde ederiz. Karsilik gelen
3

z2 0 2\2
V= (a3 + b3)
fonksiyonu mimimumu olur. Zira ikinci diferansiyel katsay1
d?V  b%(x® + 3ax? + 2ab?)
Z = -
dx? x3(Vb2 + x2)

oldugu farz edilsin.

35

pozitif bir niceliktir.

5. Boylece, maksimum veya mimimum nicelik ile degisken arasindaki iligki
bilindiginde maksima ve mimina problemlerine genel ¢éziim bulmakta herhangi bir
zorluk yoktur. Zira mesele sonlu bir denklemin ¢dziimiine indirgenir. Ornek olarak,

dy d?
V= 1/){x,y,£,d—x}zl, } =yY{x,y,p,q,r1,..}36
maksimum veya minimum &zelligine sahip bir fonksiyon ve x ile y arasinda y =
¢ (x) olacak sekilde bir iliski bulunsun.

Eger fonksiyonun formu verilirse y,p, q, ... niceliklerini kolayca x cinsinden
ifade edebiliriz. Bunlar V de yerine konuldugunda problem siradan bir maksima ve
minima problemine doner. Fakat, x ve y arasindaki iliski verilmezse, bu durumda
¢ (x) igin birbiri ardina farkli formlar farz edildiginde V nin kendisi de karsilik gelen
degisikliklere maruz kalacaktir. Bu sebeple amag¢ ¢(x) igin bir form bulmak
olacaktir, dyle ki bu form s6z konusu oldugunda V, x degerlerinden bagimsiz olarak
¢(x) in diger herhangi bir formundaki degerinden daha biiyiik veya daha kiigiik
olacaktir. Dolayisiyla ¢ (x) sorudaki bilinmeyen fonksiyon olarak goriilebilir. Ayrica
y ve x i baglayan iligki verilmemis olsa da degiskenler birbirinden bagimsiz degildir.

X,V,D, ... nicelikleri x + h,y + h',p + h"”, ... ile degistirildiginde V, V'’ olsun.
Budurumda V' = y{x + h,y + h',p+ h", ..} olacaktir ve h ve h’ , biri rastgele ve

34 Eserde hatali olarak x = (ab)é yazilmistir. (C. N.)

da? b2(x3+3ax2+2ab?
35 Eserde hatali olarakd—x‘; = % yazilmistir. (C. N.)
x3Vb%+x

dy d? .
3 222X yerine sirastyla p, q,7, ... yazimz.

dx’dx2’"



Mehmed Emin Pasa ve Calculus of Variations Adli Eseri 85

digeri ona y = ¢(x) bagintis1 ile bagli olan x’in iki fonksiyonu olur. Oyleyse

fonksiyonlarin gelisiminden

V'=V+ th+ th’ + th” +
B dx dy dp
elde ederiz.

Simdi, problemin dogasindan dolay1 ¢»(x), x in degeri ne olursa olsun her zaman
V' >veya<V

olacak sekilde alinmalidir. Maksima ve Minimada uygulanan akil yiiriitmeden
av av._, av - dv
Tr h + @ h' + % h' + d_q
denklemini elde ederiz. Eger bu niceliklerin her birinin gérece maksima veya
mimimalarini ararken elde edilen
av av av av
dx O’dy - O'dp _O'dq
denklemleri x degeri ne olursa olsun birbiri ile uyumlu oluyorsa, buradan ortaya
¢ikan gerekli bagint1 y = ¢(x) olacaktir.

Eger bu denklemler x ve y arasinda farkli bagintilar verirlerse problem farz
edilen genelliginde imkansiz olacaktir. Fakat bu bagintilarin ancak bazilari birbiri ile
uyumlu olursa V fonksiyonu x,y,p, q ... niceliklerinden biri veya daha fazlasi i¢in
gbrece minima veya maksimaya sahip olacaktir.

V fonksiyonu x,y,p,q ... niceliklerinden ancak birine gére maksimum veya
minimum olacaksa, bu durumda sadece bir sart1 saglamasi gerekeceginden problem
her zaman miimkiin olacaktir.?’

Maksima ve minima ile ilgili bu farkli soru tiirleri asagida gelecek olan
problemler ile daha agikg¢a anlagilabilir.

hu/ +..=0

=0,..

PROBLEM 1

Herhangi noktasindaki teget ile apsisin eksenine dik verilen iki dogru
kesistiginde teget ve eksen arasinda sinirlanan dikdortgen parcanin alaninin
maksimum veya minimum olacag1 bir egri bulmak.

APB egri ve P, egrinin lizerinde koordinatlar1 x, y olan bir nokta, O orijin olsun.

P noktasindan, verilen AT ve BT’ dogrulari ile T ve T' noktalarinda kesisecek TT'
tegeti ¢izilsin.

37 Maksimum minimumdan siradan kriter ile ayrilir.
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0 A M B

AO = mve BO = n olsun. Bu durumda
Altteget dx _ Y
efet=y—==
& dy p
diferansiyel ifadesinden AT =y + p(m — x) ve BT' = y + p(n — x) buluruz.
Boylece maksimum veya minimum olacak olan
V=(y+pm-x)(y+phn-x)

olsun.

. ..oadv o av av .. . .
Simdi, =D diferansiyel katsayilarini alarak sifira esitlenen sonuglarin,

m, n den farkli oldugu miiddetce birbiriyle uyumlu olmayan denklemler verecegini
kolaylikla goriiriiz. Dolayisiyla onerilen problem genel olarak kabul edildiginde
imkansizdir. Fakat m =n olursa V = (y +pn— x))2 elde ederiz. Boylece ii¢
denklem

av dv av

E:o,d_y:(),%: 0

¢ikaririz. Bu denklemlerin timii y + (n — x) % = 0 yapilarak saglanir. Bu ifadenin
integrali y = c(n — x) bir dogru denklemidir. Bu baginti sebebiyle V = 0 olur.
Ayrica V fonksiyonu diger her hipotez igin agik¢a pozitiftir, dolayisiyla bir
minimumdur.

Eger V = (y +p(m — x))(y +p(n— x)) alarak bunun sadece p’ye gore
diferansiyelini hesaplarsak

dv
E= (m—x)(y+p(n—x)) + (n—x)(y+p(m—x)) =0
. _ y@2x-m-n) . .. Ed_y 1 1
elde ederiz. Bu da p = 2 Vel Boylece Sax = rom +t— buluruz.

Integralini aldigimizda, ¢ integral alma isleminde ortaya ¢ikan keyfi bir sabit olmak
uzere

2log, y =log.(x —m) +log.(x —n) + log, ¢
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ve boylece y? = c(x — m)(x — n) 38 olur. Simdi

v

dp?
degerini buluruz ve dolayisiyla her x degeri i¢in bir maksimum oldugu sonucu ¢ikar.
Bu, (m—x) ve (n—x) carpanlarinin farkl isaretlerini agiklar. Isaretleri aym
oldugunda ise bir minimum olur. Bununla birlikte bu durum tamamen ¢ sabitinin
isaretine baghdir. ¢ nin negatif veya pozitif olmasina gére denklem bir elips® veya
hiperbol denklemi olacaktir. Dolayistyla egrinin her bir noktasindaki tegetin konumu
sorudaki dikddrtgen elips i¢in maksimum ve hiperbol i¢in negatif bir maksimum veya
mimimum olacak sekildedir.

=2(m—-x)(n—x)

PROBLEM II
Herhangi bir noktasindaki altnormali ve apsisinin toplaminin karesi minimum
olan egriyi bulmak.

Burada sorudan elimizde V = (yp + x)? vardir. Boylece

av_ v _ v
dx  'dy 'dp

denklemlerini elde ederiz. Her ti¢li de y % + x = 0 kilindiginda saglanir. Bu esitlik

problemin farz edilen genel halinde ¢6ziimiiniin miimkiin oldugunu gosterir. Buradan
integral alarak y2 + x? = 0 buluruz. Bu, merkezi orijinde olan bir g¢ember
denklemidir ve bu ¢cember problemin ifadesindeki belirli 6zelligi saglayan tek egridir.

6. Bu anlasildigina gore, simdi maksimum ve minimumun artik
V =vy{x,y,p,q, ...} fonksiyonu ile degil onun, (u) ile gosterecegimiz ilkel
fonksiyonu veya integrali ile ifade edildigi bir problemi ele alalim. Ornek olarak,
verilen bir noktadan digerine en hizli azalan bir egri bulunmak istensin. Bu durumda,
ilk noktada x yatay ve y dikey olarak 6l¢iiliir ve zaman u ile gosterilirse

3 m = nalirsak yine y = +c(x — n) elde ederiz.

3 ¢ yinegatif yaparak y = \/c(m — x)(x — n), ~ % = %
ve

cm—x)(m—n)

2yJc(m —x)(x —n)

d_y_ c(x —n)(m—n)

dx 2 /c(m—x)(x —n)

dy
y+ (m - X)a =
ayrica

y+m—x)

buluruz. Boylece

1 2
o +pm—-0)(y +p(n—2) = 7clmn—n)
olur. Bu, dikdortgenin elipste sabit ve yari-eslenik ekseninin karesine esit oldugunu gosterir.



88 Zehra Bilgin

veya
2
v = j V= j vitp®
x x 29y

elde ederiz. Integral, verilen noktalarn apsisleri olan x' ve x” smirlar1 arasinda
alinmalidir. Fakat bu ifadenin y = ¢(x) verilmedigi middetge integrallenemeyecegi
aciktir. Maksima ve Minima ile iligkili bu problemlerin genis bir kiimesi geometri ve
fizik arastirmalarinda gercekten siklikla ortaya ¢ikarlar. Coziimleri i¢in Diferansiyel
Hesapta kurulan yontemler agikca yetersizdir. Bu iligkiyi veya ¢(x) in formunu
kesfetmek i¢in analizin daha yliksek bir dalina, Varyasyonlar Hesabina miiracaat
etmek gerekir.

7. Lagrange tarafindan verilen yoOntem diferansiyel hesaba yakin bir
benzerliktedir. Bu yontem onu hem ilkeler hem de gdsterim agisindan sistematik ve
kamil bir bilim haline getirmis ve onu genel farklar hesabinin bir alt dali olarak
kurmustur.

Simdi x ve y arasinda var olabilecek tiim miimkiin bagintilardan burada, V, y’yi
ve onun (x)’e gore diferansiyel katsayilarini igermek lizere, fo integralini, verilen

limitler arasinda maksimum veya minimum yapacak ¢(x) formunu bulmak
gereklidir. Bunu gerceklestirmek i¢in ()’ nun iki durumda degistigi kavranmalidir;
birincisi, talep edilen egrinin x,y koordinatlarmin degisimiyle; ikincisi, ¢(x)’in
formunun degisimiyle (varyasyon), yani hangisinin verilen sart1 sagladigini1 bulmak
icin bir egriden digerine gecmeyle. Bu iki degisim farkli ve birbirinden tamamen
bagimsiz olduklarindan ¢(x)’in formunun degisimini diferansiyel hesapta (d) ile
ifade edilen, ayn1 egrinin koordinatlarindaki degisimden ayirmaliyiz. Dolayisiyla bir
fonksiyonun formunun degisimini gdstermek i¢in genellikle (§) harfi kullanilir.
Ornek olarak y = ¢ (x) denkleminde oldugu gibi:

¢ (x), Y(x)’e doniigiirse, y’nin ilkel degeri ve bagtinin degisiminden sonraki
degeri arasindaki fark, yani ¥ (x) — ¢ (x) y’nin varyasyonu olarak adlandirilir ve 8y
ile gosterilir. Benzer sekilde 6x, x’in varyasyonunu belirtir.

8. Geometrik bir Ornek ile bunu anlagilir bir bakis agismma kolayca
yerlestirebiliriz.

x =AN, y =SN ve (a) ana parametre olmak iizere ASS’, denklemi y? =
ax olan parabol olsun. Simdi, nn’ ordinatini SN ye belirsizce yakin alir ve AN’
eksenine paralel St gizersek, kiigiik ¢izgi ST veya Nn' apsisin diferansiyeli (dx)’i ve
kiigiik ¢izgi nr ordinatin diferansiyeli (dy)’yi temsil edecektir.
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A N n'N'
dx ve dy arasindaki baginti y? = ax denkleminin diferansiyelini alarak

bulunur. Bu diferansiyel islemi 2y dy = a dx veya o

esitliklerini
Vverir.

Simdi y? = ax denkleminin, elemanlarindan biri olan (a) parametresi belirsiz
kiigiik bir nicelik da kadar arttirildiginda degisecegini ve parametresi (a + da) olan

diger bir parabol APP’ olugturacagim diisiinelim. Bu durumda

9. AN apsisi her iki parabol igin ayni alimmalidir. AP P’ paraboliiniin PN ordinatt
SN orijinal ordinatinin kii¢iik bir miktar SP kadar artirilmasina esit olacaktir. Bu artig
NS ordinatinin (a) parametresinden ortaya ¢ikan varyasyonunu temsil eder. Simdi y
nin varyasyonunu 8y ile gdsterek ve y? = ax denkleminde a ve y yerine sirasiyla
(v + 8y) ve (a+8a) yerlestirerek defismis parabol APP' igin (y + 8y)? =
x(a + 8a) denklemini elde ederiz.

Bununla ilk denklem arasindaki farki alarak ve Diferansiyel Hesapta isletilene
benzer akil yiiriitme ile §y nin ikinci kuvvetini yok sayarak, dy ile da arasindaki

1

iliskiyi belirleyen 8y = 3 (%)* 6a denklemini buluruz.

10. AN apsisini de kiigiik bir NN’ = §x miktar1 kadar degistirdigimizde APP’
paraboliiniin karsilik gelen ordinati N'P’ olacaktir. Kiigiik ¢izgi P'S’ orijinal ordinat
NS deki degisimi gosterir. da,dx,d8y degiskenlerinin iligkilerini ifade eden
denklemi bulmak igin y? = ax

denkleminde a,x,y’nin yerine sirasiyla (a+ da),(x + 6x),(y + 6y)
yerlestirmeliyiz. Boylece (y + 6y)? = (a + §a)(x + 6x) olur. Dolayisiyla bu
denklem ile orijinal denklem arasindaki farki alip 6y, da,6x’in kuvvetlerini ve
carpimlarin1 gérmezden gelerek

Sy = %((g)% Sa+ (%)% 6x>
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elde ederiz. Bu, SN ordinatinin gergek (actual) varyasyonunun ifadesidir.*’
11. Varyasyon degiskenlerin bir fonksiyonu oldugundan tiirevi alinabilir.
Boylece

dsy,d?8y, e ... dnsy,
déx ,d%8x , .. ... ... d"6x,
elde ederiz. Benzer bir ¢ikarimla ayrica
&dy,8d%y, ... ... .. sdy,
dx,8d%x , ... sd™x,
elde ederiz.
Ayni sekilde
sfv, [eév,

sffv, [[esv

sembollerinin anlamlarimi da kolayca kavrayabiliriz.

12. Oniine (d) veya (8) konulan her ifadede bu sembollerin yer degistirmesi
niceligin degerini degistirmez, diger bir deyisle §d"y =d"8yve & [ V=
[™ 8V olur.

Bunlar varyasyonlar hesabinin temel ilkeleri oldugundan asagidaki kanitlart
ekliyoruz. y = ¢(x) olsun. Bu durumda tanimdan

8y = p(x) — p(x)
~y+8y =9 =F(y)

veya
Sy=FQ)—y

=8y =f() (1)

y' =y+dy )

koyalim, boylece (1) den 8y’ = f(y") olur. (1) i bu denklemden gikararak

8y' =6y =f(y") = f(y) = df (y)
elde ederiz. Fakat (1) den df (y) = ddy

~ 8y' — 6y = ddy 3)
ve (2)deny’ =8y +dy) =y + 6dy
~ 6y' — &y = &dy (4)

elde edilir. (4) ve (3) i kiyaslayarak

40 x ve y koordinatlar1 her iki paraboliin tiim rotas1 boyunca siirekli olarak degisirken (a) parametresi
ve onun varyasyonu §a nin sabit kaldigini belirtmek gerekir. 6a , dx , §y varyasyonlarindan her biri
keyfi olarak alinabilir. Boylece, 6rnek olarak, §x = dx kabul edebiliriz. Fakat bu kabul bir kere
yapildiginda diger varyasyonlar ona baglidir ve bundan sonra §y = dy veya §y = da farz edemeyiz.
Dolayisiyla ayni egri lizerindeki goreceli koordinat degisimleri diferansiyellerle gosterilir.
Bunlardan bir egriden digerine gegerken meydana gelenler varyasyonlarla tanimlanir.
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6dy = ddéy 5)
buluruz. Diger bir deyisle “bir niceligin diferansiyelinin varyasyonu niceligin
varyasyonunun diferansiyeline esittir.”

Simdi (5) denkleminde y yerine (dy) koyarak §d(dy) = d5(dy)

~ 8d%y = d?8y
elde ederiz. Boylece
éd"y = d"éy (6)
genel sonucuna variriz.

Yine, V' = [V, «dV' =V ve &dV' =68V veyadsV' =6V ve =8V =
[ 68V fakat  V'= [V ve ~ 8fV = [ 8V ve daha 6nceki ile aym yontemle genel
olarak § ["V = [ sV #

Dolayisiyla herhangi bir formiilde (d),(8) ve (68),(J) sembollerinin yer
degistirmesi degerini etkilemez.

13. Bu temel 6nermenin dogrulugunu tesis ettikten sonra, bu hesaba ait
problemlerin ¢dziimiinde ortaya ¢ikan bu gibi fonksiyonlarin varyasyonu igin
formiilleri ¢ikarmayla devam edecegiz.

dy _d%y

P=_,49= ,...olmak tlizere p,q,r,.. nin varyasyonunu bulmak
isteniyor.
Elimizde 5y = y' —y, ~y' =y + 8y ve ayrica x’ = x + §x bulunuyor.
_dy' dy  déy
" dx  dx @ dx
ve
dx' 1 déx
dx dx
olur.
Simdi, p nin orijinal degeri ile degismis degeri arasindaki fark: alarak p =
dy' dy
dx'  dx
elde ederiz.
Fakat

dy , dbéy 1
dy' _dx Tl _ (d_y+@)(1+@) _ (d_y+@)( _dox )
dx' 14 déx — \dx = dx dx dx = dx dx
dx
Kendimizi §x ve dy nin birinci kuvvetlerine bagl terimlerle sinirlandirarak
dy' dy d&y dydéx

dx'  dx dx dx dx

41 (6) denkleminde n yi negatif farz ederek tek seferde

n n
s['v=[av

esitligini ispatlayabiliriz. Bkz. Cambridge Mathmematical Journal, Part 1. p. 12.
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5 ddy déx " 1
P="7r TP ey
Benzer sekilde
, dp’ dp , dép
_dp’ dp_gx dp_gxt ri _dp_dbp  dbx
dx' dx dx'  dx 1+d6x Tax dx Tax
dx dx
ve
5 d6q d6x 3
"= dx dx ®
elde edilir.

14. 1ki degiskenli bir fonksiyonun ve degiskenlerden birinin diferansiyel
katsayilarinin varyasyonunu her iki degiskenin varyasyonlar1 ve ayni diferansiyel
katsayilari cinsinden bulunmak isteniyor.

Fonksiyon V = ¥ (x,y,p, q, ...) olsun. Boylece

dV = Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + -+

ve bu durumda

8V = M&x + NSy + Pép + Q6q + ---** (1)
veya
(SV—dV(S dV{S +d o) +d 6q + -
Tty TPt g%l
olur.
(1) ve Mad. 11. den
_ dby dox
T odx p dx

42 Eger % niceligini z ile gosterir ve onun bir kesir olarak diferansiyelini alip d yerine § koyarsak,

tek seferde, daha onceki gibi

z0v —vdz bv 6z 4dy 6dx dsy déx

Sp=— - _ T T2
p z2 z P dx  Pax dx  Pax

elde ederiz.
dp dsp

dx dx

43 Eserde hatali olarak tigiincii esitlikten sonra —dx - Z—Z yazilmistir. (C. N.)

4 Denklemde dp, 6q , ... degerlerini yerlestirdigimizde
8V = M6x + Noy +— (PdSy + Qdop + ) — 2= (Pp + Qq + ++)
2
Eger sadece y nin varyasyon kabul edecegini farz edersek, (2) denklemi

dsy _dép db
5V = N6y+P—y+Q—p+R—q+

dx dx
2 2
olur. Fakat 222 = 2% _ 04y == =4 iy ve 24 %44 _ d 63y oldugundan
dx dx dx dx dx czi)(cS dxd36 d36
dé d
.SV = N®+P—1+Q Y R 4 RS

dx dx? dx3
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elde ederiz.

d(é‘)—dpé‘ 4 déx Sx + ddéx
dxpx _dxx pdx—qx pdx
oldugundan
d
.Sp—a(éy—péx)+q6x
Benzer sekilde

6—d(6 6)+6—d2(6 6x) + 16

q = (8p — qbx) + réx = == (8y — pdx) + réx
ve

d3
or = P (8y — péx) + séx

Kisaltma amaciyla §y — péx = w veya 8y = pdx + w olsun. Bu durumda bu
degerleri (1) de yerine koyarak

dw d*w

V=6x(M+Np+Pqg+Qr+--)+Nw+P—+Q

et
6V—(dv>6 AL L
' =~ \ax) ¥ @ dx de2

elde ederiz.
SONUC: w = §y — pdx oldugundan V nin varyasyonu iki kisma ayrilabilir; bir
kisim tamamen y nin varyasyonuna, diger kisim x in varyasyonuna bagldir.

15. Ug degiskenli bir fonksiyon ve bu degiskenlerden ikisinin {i¢iinciiniin bir
fonksiyonu kabul edilerek elde edilen diferansiyel katsayilarimin varyasyonu
bulunmak isteniyor.

dV = Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + -
+N'dz + P'dp' + Q'dq’ ...
olsun. Daha 6nce oldugu gibi ilerlendiginde ve kisaltma amaciyla w’ = 8§z — p'6x
degisken degisikligi uygulandiginda

6V—(dv)6 L LN
~ \dx x @ dx de2
+ N’ '+P,dw,+ 'dzw,-l-
@ dx q dx?

sonucu elde edilir.

Bu formiil kolaylikla herhangi sayida bir degiskeni olan bir fonksiyon ve bu
degiskenlerin i¢lerinden birinin fonksiyonlar1 farz edilerek elde edilen diferansiyel
katsayilar durumuna genisletilebilir.

16. Degiskenlerinden birinin diger ikisinin bir fonksiyonu oldugu ii¢ degiskenli
bir fonksiyonun varyasyonu bulunmak isteniyor. Onerilen fonksiyon, degiskenleri ve
onlarin diferansiyel katsayilarini igeriyor.
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Fonksiyon V = ¢(x,y,2,p,q,1,5s,t

d?z _ d%z

d?z
=— = ,t =—,...olsun.
dx? dx dy dy?
Bu durumda
6V—dV6 dV6 +d o) +d op + -
St T % g%

elde ederiz. Fakat
dz ddz doéx

dp
T dr -p— P _x (6dz — pdx) +a ox
olur.

:—x (qby) = Z—Z 8y oldugundan, 8y yi sabit sayarak

. op =L (67— pox —qoy) + Lx+ W
' p—dxsz °y dxxdxy
w = 6z — pdx — qby degisikligi yapildiginda

_dq dp dq . dq dp dp

d
olur.
Benzer sekilde
dw dq q
6q E‘l‘a(S‘X‘Fd—S
ve
dp dép dpdéx d5p dzw dr
=0T A T dx d T +d_5y
P d*w dsS +d56
STdxdy ax Ty
&_dzw dt t gy 15
dy? " d dy
Ayrica
2=+ Zsxr Ls
2=+ 6x+ -8y
oldugundan

. 8V = bx (dV+dde+dVdp+dqu )
d dzdx dpdx dqdx
+6y(dV dVdZ+dVdp+dqu+m)
d dzdy dpdy dqdy

d’w | dt dt
45 Eserde hatali olarak dt = o7 + E&x + o &y yazilmigtir. (C. N.)

d
o) ve z = ¢o(x,y), p=d—i.q=d—'

Zehra Bilgin

dz
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4 av +dVdcu+dde
dzw dp dx dqdy

N dVd2w+dV d*w +dV d*w
dr dx? dsdxdy dt dy?

+ ..
sV = (dv)a + (dv)a +
' = \ax) ¥ dy Yraz?
dV dw 4 dV dw
dp dx dq dy

N dv d*w N dv d’w N dv d?w
dr dx? dsdxdy dt dy?

+ ..

Bu formiiliin istenilen sayida degiskene sahip bir fonksiyona genisletilebilecegi
agiktir.

Ornek: Bir egrinin alttanjantmin*® varyasyonu bulunmak isteniyor.

x,y egri tizerindeki herhangi bir noktanin koordinatlari, s alttanjant olsun. Bu

—yEx_Y
durumda s = ydy =3
6 y6
2 8s=——¥
p p
_dsy _ dsx
olur. Fakat ép = - P,
1) dé dé
L os =X LY YOR
p p?dx  pdx
p yerine % koyarak
dx ydx y
6s =—0y —=— ddy +=-6
s dy Y dy? y+dy x

elde ederiz.

17. Islem ve sonuglardan kolayca goriilecegi iizere bu hesabin algoritmasi
tamamen diferansiyel hesabinki ile ayni olmalidir. Dolayisiyla cebirsel veya
transandantal, herhangi bir fonksiyonun varyasyonunu bulmakta hig¢bir zorluk

46 Ing. subtangent (C. N.)
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olmayacaktir. Zira sadece fonksiyonun diferansiyelinde (d) yerine (&)
yerlestirmeliyiz. Boylece birinden digerine kolayca gecebiliriz. Fakat fonksiyon
fo’de oldugu gibi integral isaretleri altinda sunulursa diferansiyel hesabin kurallar
artik gegerli degildir. Zira bunun diferansiyelini almak istedigimizde sadece integral
isaretini kaldirmaliyiz ve sonug yalnizca V olacaktir. § fo ile gosterilen, fo’nin

varyasyonu ise ¢ok farklidir. Varyasyonlar Hesabinin ana amaci V fonksiyonu y ve
onun diferansiyel katsayilarini igermek {izere

s[v. of[v..
x yJx

gibi fonksiyonlarin varyasyonlarina ulagmaktir.

Fakat bu, dinamik izoperimetrik problemlere uygulamalari ile Analizin genis bir
dali oldugundan smirlarimiz tim ayrintilart ile burada ilgilenmemize miisaade
etmiyor. Konu hakkinda en iyi bilgi, en miikemmel ve giincel ¢aligmalar igin
okuyucuyu “Mémoires de 1’Académie Royale des Science, tome XII.” igerisinde
bulunan M. Poisson’un makalesine ve “Journal de Mathématiques, tome III. p. 44.”
deki M. Jacobi’nin makalesine yonlendiriyoruz.
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